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De beoefening der Wiskunde leidt tot stel- 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 
van uitdrukking, aan bondige redeneering. 
Zij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van 
inhoud. 





In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 
stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere 
wiskunde te behandelen, nw eens door eene meer wilwoerige 
beschouwing van eenig hoofdstuk uit de Theorie te leveren, 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde 
duidelijk te doen worden, wat bij de studie moeielijkheid 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 
om de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende 
evamens onder de aandacht onzer lezers brengen, uit andere 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken ‚ waarmede 


zij moeite hebben. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1301-1320. 


1301. Als men den teller eener breuk met 7 vermindert, 


wordt de waarde der breuk E Vermindert men den 


noemer met 16, dan wordt de breuk == 5 Welke is 


de bedoelde breuk? (Hoofdacte Amsterdam 1896.) 
H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

Van de eerst verkregen breuk is de teller 7 kleiner dan de 
oorspronkelijke teller en de noemer — de oorspronkelijke noemer. 

Vermeerdert men den teller der laatst verkregen breuk met 
8 en den noemer met 16, dan zal daardoor haar waarde niet 
veranderen , terwijl uit de gegevens volgt, dat de noemer dan. 
gelijk is aan den noemer der oorspronkelijke breuk en de teller 
8 grooter dan die der oorspronkelijke breuk. 

We hebben nu twee breuken, wier noemers gelijk zijn en 
waarvan de tellers 7 +8 of 15 verschillen. Voorts weten we: 


9 


1 
En np „ tweede ,„ RR, » ” » 


de teller der eerste breuk = X de noemer der gevraagde breuk ; 


jj 

5 

Hieruit volgt, dat Be of 18 X de oorspronkelijke noemer 
— 15 is. Die noemer is derhalve 15: =— 54 en de ge- 


vraagde teller Ee 54 +7 =19. De verlangde breuk is er 


Opmerking. Men krijgt een algebraïsche oplossing, als men 
uit de gegevens twee vergelijkingen met twee onbekenden af- 
leidt (en dit is mogelijk) en daaruit de onbekenden oplost. 

R. v. W. Pz. 


1302. Bereken de som der getallen beneden 10000, die deel 
baar zijn door 6, 8 en 10, maar bij deeling door 13 
eene rest 8 overlaten, (Hoofdacte Amsterdam 1896.) 
H. VERHAGEN. 
De Vriend der Wiskunde, XI. 1 


2 


Oplossing. 

Alle getallen, die deelbaar zijn door 6, 8 en 10, zijn ook 
deelbaar door 120, ’t K.G. V. dier getallen. De 120-vouden 
kleiner dan 10000 zijn 120, 2x120, 3Xx120,.. 83 x 120, 
omdat 84 X 120 grooter is dan 10000. Deelen we deze op 
elkaar volgende veelvouden van 120 door 13, dan vormen de 
resten eene periode. 


120 = 13v. +3 8X120= 73v. +11 
2x 120 =13v. +6 9x120= 83v. +1 
3 X 120 = 13v. +9 10 Xx 120 == 92v. J-4 
4x 120,5 18v, —J- 12 11 X 120 = 101v. +9 
5 X 120 = 13v. + 2 12 X 120 == 110v. + 10 
6 X 120 = 13v. 45 13 Xx 120 = 120v. + 0 
7 X 120 =13v. 4-8 14 X 120 =127v.J-8 


15 x 120 = 188v. 6 enz. 
De getallen kleiner dan 10000, die deelbaar zijn door 120 
en bij deeling door 13 acht tot rest geven, zijn 
TX120, 20 x120..,.. 72 x 120. 
Hun som is dus 


120 (7 420488 4 +72) == 120 (7 +72) 3 — 28440. 
Ast DD: 


1303. Eene kist, in den vorm van een rechthoekig parallelo- 
pipedum, heeft 8 HL. inhoud. De lengte, breedte en 
diepte binnenwerks verhouden zich als 6 :5: 4, Bereken 
op 1 mM?. nauwkeurig de bodemoppervlakte. De be= 
werking volledig inleveren. H, VERHAGEN. 
(Hoofdacte Amsterdam 1896, gewijzigd.) 


Oplossing. 
De inhoud bedraagt 8 HL. 
Van een kubus, waarvan de lengte gelijk is aan die van 


den bak, zou de inhoud E Xi X zoo groot zijn, dus 


EXE XSL GEL. = 145 HL. = 14,4 HL. —= 1,44 M3. 
De ribbe van den kubus, d. í. de lengte van den ln is 


dus p/1,44 M. 


De breedte van den bak is nu ex B1,44 M. 
En de bodemopp. derhalve 





: B 1,442 M2 — (Ee x 1442) =P 2M?. 
B 1,2 = 1,062658 
dart 
300... 306 200000 
1836 12 191016 
31836 3182 8984000 
36 4 6754328 
383708.. 3186 2229672 
6364 2031265 — 
3377164 198407 
4 169378 
3383532 … 29029 
191 27102 
338544 Ten 4 
338735 
2 
33875 
338711 


Ofschoon wij volgens den regel voor de verkorte worteltrek- 
king slechts 3 cijfers op de gewone wijze behoefden te bepalen, 
zoo is het hier noodig er 4 te bepalen, omdat het eerste cijfer 
van den wortel fÎ is. De gevr. opp. is nu 1,062658 M? tot 
op eene eenheid der laatste decimaal nauwkeurig. 


1304, Als een koopman ĳ , inmeet, wint hij nog 11 °/,. 


Hoeveel °/, wint hij, zoo hij 15 °/, inmeet, doch de 


prijs 10 °/, is gestegen ? H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
925 
2 ie _ 37 
… 0 Bs 
Hij meet 75 lo in, dus verkoopt hij 100 = zj van 


111 
zijn goederen. Toch wint hij 11°, en ontvangt dus et 


t 
van den inkoopsprijs. Had hij niet ingemeten, dan zou hij 
40 111 6 


dus ontvangen hebben —— X — ==> maal den inkoopsprijs. 


Ova LO0PRD 


1 
De prijs stijgt nu met 10°/, en wordt dus T maal zoo hoog. 


Had hij nu niet ingemeten, dan zou hij D X : Ee Se van den 


inkoopsprijs ontvangen hebben. Maar nu meet hij Lon 


dus verkoopt hij maar oe == a van zijn goederen, zoodat hij 


17 33 _ 561 î 5 8 
ook maar 20 X 25 zoo ve den inkoopsprijs ontvangt. Hij 
61 13 1 
. Bt e … Es E o 
wint dus Boo 100 ’°? den inkoopsprijs == 12. (a 


B. A. Truuer. 


1305. Een handelaar verkoopt twee partijen koren tegen den- 
zelfden prijs per HL, samen voor f 303,75, waardoor 


hij op de eerste partij g van den inkoop, op de tweede 


8 °/, van den inkoop wint. Voor de eerste partij, die 

5 HL. grooter is dan de tweede, heeft hij f 25 meer 

betaald dan voor deze, Bereken de grootte der partijen. 
H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
Hij wint op de 1e partij : van den inkoop en ontvangt 
1 
8 
wint hij 8 0/, ; daarvoor ontvangt hij dus 15 X den inkoop 


daarvoor dus 1, X den inkoop der le partij. Op de 2e partij 


der 2e partij. Voor de 1e partij heeft hij f 25 meer betaald 
dan voor de 2e, dus is 

1 X de ink. der 2e partij — te X de ink. der 1e partij — f 27. 
Hij ontvangt dus in # geheel Zar X den inkoop der le 
partij — f 27, en dat is f 303,75. 


ns Sam _* 


5 


De X de inkoop der 1e partij = f 303,75 + f 27 — f 330,75. 


Voor de le partij heeft hij dus betaald De X f 330,15 == f 150 


en hij heeft ze verkocht voor 5 x f 150 —= f 168,75. 


Voor de 2e partij ontving hij dus f 303,75 — f 168,75 = f 135, 
dat is f 33,75 minder. Hij verkoopt beide partijen tegen den- 
zelfden prijs per HL., terwijl de le partij 5 HL. grooter is 
dan de 2e. 

f 33,75 is dus de verkoopsprijs van 5 HL. 

De le partij wordt verkocht voor f 168,75, dat is 5 X f 33,75; 
zij bedraagt dus 5 X5 —= 25 HL. 

De 2e partij wordt verkocht voor f 135, dat is 4 X f 33,75; 
zij bedraagt dus 4 Xx 5 = 20 HL. Gn Ke 


1306, A en B kunnen samen een werk verrichten in 6, week , 


B en C samen in Ee week. Indien zij het werk met hun 


drieën verrichten, ontvangt B f 45 van de f 154,50, 
die er aan verdiend worden. In hoeveel tijd kan B 
alleen het werk afmaken? (Hoofdacte Amsterdam 1896.) 
H. VERHAGEN. 
Oplossing. 


A + B kunnen samen een werk afmaken in 6 week, dus 


AB doen samen per week Ke van het werk. 


B+C kunnen het werk samen in De week verrichten, 


1 
dus BJ C doen samen per week DA van het werk. 


Derhalve doen A + 2B JC samen per week 

7 21 __ 133 

28} 160 — 480 

Indien zij het werk met hun drieën verrichten, ontvangt B 
f 45 van de f 154,5, die er aan verdiend worden, en B ont- 


45 30 
154,5 4-45 135 van hetgeen A. + 2B + C samen 


van het werk. 


vangt dan 


verdienen. 


Daar A + 2B +C samen per Wool een v. h‚ werk afmaken, 


zo 

/ 80: 438 z 
verricht B dus per week 155 “250 “16 ” h. werk, zoodat 
B alleen het werk in 16 weken kan NE 


v. D. War & VERBORGH. 


1307. Uit A vertrekt een voetganger met een snelheid van 
5 KM. per uur naar B, terwijl 1 uur 12 minuten later 
een wielrijder uit B naar A vertrekt met eene snelheid 
van 22,5 KM. per uur Op het oogenblik, dat zij elkaar 
voorbij gaan, heeft de wielrijder een 3,5 maal grooteren 
‘lees: zoo grooten) afstand afgelegd dan de voetganger. 
Op welken afstand ligt A van B? (Beredeneerd op te 
lossen zonder van stelkunst gebruik te maken.) 
(Adelborst , 1896.) 

Oplossing. 
Als de wielrijder vertrekt, heeft de voetganger reeds 

1 X5KM. — 6 KM. afgelegd. Gedurende den tijd, die er 

verloopt tusschen den afrit van den wielrijder en de ontmoe- 


5 2 
ting, doet de wandelaar slechts 225 of g van hetgeen de 


ander aflegt. In ’t geheel heeft de eerste op het oogenblik, 


dat zij elkaar voorbij gaan 1: 85 of £ gedaan van hetgeen de 


BAR 4 
wielrijder aflegde, d. 1. 7 ö of — 55 


dit bedraagt 6 KM. Vóór de ontmoeting legde de wielrijder 

4 1 1 1 
dus 6 KM: 55 = 4 KM, en de voetganger A KM,: 3j= 
27 KM. af, zoodat de afstand tusschen A en B 


94g KM. +27 KM. of 121, KM. is 


van dien afstand meer, en 


R. v. W. Pz. 


Opmerking. „3,5 maal grooteren afstand dan” (zooals in 
dit ex.vrgst. staat) beteekent: „een 4,5 maal zoo grooten af- 
stand’, doch dan is het vrgst. onmogelijk. De snelheid van 
den wielrijder is 4,5 maal die van den voetganger, terwijl de 


É 


voetganger 6 KM. vóór is op den wielrijder, kan de weg van 
den een — zoolang beiden wandelen en rijden — nooit 4,5 
maal die van den ander worden. 


1308. In de uitdrukking 1ab603c stellen de letters a, b en c 
cijfers voor. Bepaal deze ciĳfers zóó, dat het getal 
deelbaar wordt door 1584. (Adelborst, 1896.) 

Oplossing. 

Daar 1584 =—= 16 X99 is, en 16 en 99 onderling ondeelbaar 
zijn, zoo moet de gegeven uitdrukking deelbaar zijn door 16 
en ook door 99. Zal aan het eerste vereischte voldaan wor- 
den, dan moet 603c een 16-voud zijn. Nu is 6030 — 16-voud 
+14, zoodat c == 2 moet genomen worden. Opdat 1ab6032 
deelbaar zij door 99, is het noodig en voldoende, dat 
82-60 Jab +1 een 99-voud zij. Maar 32 60 +1 = 93, 
zoodat ab door 06 moet worden voorgesteld. We vonden dus: 
a=0,b=6 en c=2, 1066032. R. v. W. Pz, 


1309. Herleid : 
Vv [(2dr3) (45) 84) (BHD) 5 (O5) 
(Adelborst , 1896.) 
| Oplossing. 
EB) (45) + 34) 315) + 5 (520 D)] 
—= yv [(8—-2W 54 315) + (BFV 154 345) + 
+ (25—10r5)] 
— yv (36-1675) =1v (4-25)? =4—2 5 (negatief) 
en = UV (U 5—4)? = AW 5—4 (positief). 
Daar met 1’ (36—167 5) eene volstrekte waarde bedoeld 
wordt, moet het aftrektal grooter zijn dan de aftrekker, zoo- 
dat men moet nemen v” (36—161/5) = 2 5—4. 


18310, Los z op uit de vergelijking : 
0,0734® 108 2 _ 0,89752 
(Adelborst , 1896.) 
Oplossing. 
0,0734® l°8 2 — 0,89752, 
x log 2 log 0,0734 — log 0,89752, 


_ _1log0,89752 0,9530441 —1 
PS log 2 log 0,0734 0,30103 (0,86569606 — 2) 
— 0,0469559 4,69559 


TT 0,30103 X — 1,13430394 — 30,103 X 1,13430394 
log # = log 4,69559 — log 30,103 — log 1,13430394 
log # =— 0,6716902 — 1,4786098 — 0,0547294 
log & = 0,1383510 — 1 
“== 0,137515 …. 
J.C. Murrer; J.B. BAKKER; J. Winreveen; v. D, Wann & V. 


1811. Gegeven de vierkantsvergelijking #° J-34—4 =0. Telt 
men bij het eerste lid #? J- be Jc op, dan ontstaat 
een vergelijking, waarvan de wortels tweemaal zoo groot 
zijn als die van de oorspronkelijke. Telt men daaren- 
tegen bij het eerste lid op #? J- pz Jg, dan ontstaat 
een nieuwe vergelijking, waarvan de wortels 2 grooter 
zijn dan die van de gegevene. Bepaal 5, ce, p en q 
zonder de vierkantsvergelijkingen op te lossen. 
(Adelborst , 1896.) 


Oplossing. 


otter —4—=0. Telt men bĳ het eerste lid #2 + bw + 
op, dan wordt de vergelijking 2x? +(b+3)zLe—4=0, 
Van deze vergelijking zijn de wortels 2 maal zoo groot, als 
die van de oorspronkelijke. 

Zijn nu m en n de wortels van 2? J 3x — 4 = 0, dan zijn 

2m en 2n de wortels van 22 +(b +3) Ce —4==0. 

In elke vierkantsvergelijking is de som der wortels gelijk 
aan den ecoëfficient van den 2en term, met het tegengestelde 
teeken , gedeeld door den ecoëfficient van den len term en 

het product der wortels gelijk aan het quotient, dat men 
bekomt, als men den derden term door den ecoëfficient van 
den eersten deelt. 

Volgens deze 2 eigenschappen zal men nu hebben: 
min=—3 en mn =d, aman = EEE en ann = 5 

Uit mtn=—3 en mn—= —4, volgt 2m + 2n == —G6 
en 4mn —= — 16, 


. 9 


c—4 


5 =—= — 16, waaruit b=—=9 en 





Dus — SEG, 


c=—= — 28, 
Telt men bij het eerste lid van #2 J- 3x —4 =0, 
cr pr-gq op, dan bekomt men 


2d (ptDetg-=0, 


waarvan de wortels m J- 2 en „ + 2 moeten zijn. 
3 
Dus m J-n—=— 3 en mn=—4, EER ak 


en mammie 


Uit m J-n=—3 volgt: minti=te tl, 
dus 2=—p—3 en p=. 
LE nm AFI, 
dus g —4—=—12 en q=—8. 


VAN DER War & VERBORGH. 


1312. Wanneer men in driehoek ABC, waarvan de zijden zijn: 
AB =28, AC =17 en BC =25eM. op het verlengde 
van AB door het punt A heen het punt D, en op de 
zijde BC het punt E neemt, zoodanig, dat BD — 51 en 
BE — 20 cM, is, vraagt men naar de lengte van de lijn DE, 
(Adelborst, 1896.) 


Oplossing. 


Uit de gegevens blijkt, dat A ABC scherphoekig is. 
Trek AF // DE dan is in A DBE 
DA : AB = EF : FB 
23: 28 = (20 — BFE) : BF 
50 
en BF = 105 
Trek AG | BC, dan is in A ABC 
AB? == AC? + BC? — 2BC. CG 
184 — 289 + 625 — 50 CG 
en CG —= 2,6. 


10 


CF =BO—BP= Hir; FG = CF — CG = lijn. 
In A ABF is AB? — AF? + BE? + 2BF. FG 


AF? — AB? — BE? —2BF. FG en AF = 207: 


In ADBE is AB:DB=AF :DE 
28 : 51 = 207: DE, en DE == 37 cM. 


Tweede oplossing. 
Trek CH en EI | AB dan is in A ABO 
CH Sys (s—a) (s—b) (s—c) = 15 cM. 
EI:CH—=EB:CB, waaruit EI 12 cM, 

BI == (BE? — EL) = 16 cM., DI= BD — BIS 35 cM. 
In den rechth. A DEI is DE =1/ (DI? + EI?) = 73 cM. 
P. Bakker; R.v. W. Pz ; W.C R; v.p. War & VerBoren; 

B.A. Timmer; A. G.p. B. ; J. Witteveen. 


1313. Hoe groot is de straal van een cirkelsector, als de mid- 
delpuntshoek is 36° en de zijde van een ingeschreven 
vierkant =a is? (Adelborst, 1896.) 

Oplossing. 

Eerste geval. Zij AMB de sector, / AMB = 36°, CDEF 
het ing. vierkant, met de hoekpunten F op MA, E op MB, 
C en Dop bg AB. (Zie voor de constructie „De Vriend der 
Wiskunde’, XI, 1896, no. 1249.) 

Trek MH _L CD, dan deelen G en H de zijden EF en CD 
middendoor. 


Daar / M — 36° is, is EF zl +15) ME 


dus MB el 
ere 


ME? —5 a? (6 +215) en MG =javb J- 21/5) 


Erg GHS 


MG? = je 6425) MH= : a(2 1/5 +25) 
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NEER Me i at (9 +25 F Ar (5 + 25) 


1 
Ter 
CH =ie 
MO? zie LO +454 (5 +2 5)) 
1 


dus R=MO= gar (10+ 5 + 415 + 25). 
v.D. War & VerBoren; J.C. Morver; R. v. W. Pz.; W.C.R, 


Tweede geval. Zij AMB de sector, / AMB == 36°, CDEF 
het ingeschreven vierkant, met het hoekpunt C op MB, Dop 
bg AB en de zijde EF op MA, Neem MG —= MC op MA en 
trek CG, dan is CG de zijde van den ing. reg. 10-hoek in 
den cirkel, die MC == MG tot straal heeft, en CF == a =de 
halve zijde van den ing. reg. 5-hoek , dus 


CF = a= gj MG. (10— 2/5) BMC 


ME? —= MC? — CF? = Td 


ME = MP} EE |5 + v56+25)| 
Stel MA = R=e#, dan is DE? —= (2x — EA) EA == a? 
en BAMA —ME a; [5405 2D) dus 


ar-10 (5 +15) 
5 


a? ME = 5 v5(5--2/5) 


2 
Bu (5-425)| , waaruit 





a? 
a? zaet — 
25 


R=e=sV 70+ 10/5 +105 (5 +215) 


Cu. BARNEVELD. 


1314, Buiten een cirkel, welke straal is V eenheden, ligt een 
punt P, dat a eenheden van het middelpunt verwijderd 
is. Men vraagt door P eene snijlijn PBC te trekken, 
zoodanig dat de koorde BC het grootste stuk is van de 
geheele sniĳlijn PC in de uiterste en middelste reden 
verdeeld. [De constructie af te leiden uit eene alge- 
braïsche oplossing | (Adelborst, 1896.) 
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Oplossing. | 
Analyse. Zij M het middelpunt, MA — V de gegeven 
straal, P het gegeven punt buiten den cirkel en PBC de ge- 
vraagde lijn. Trekt men uit P door M een rechte, die den 
cirkel in A en D snijdt, dan is 
PA = PM — AM za —V, 
PD = PM + MD za + V, 
PAK PD SPB XE B 
of BC? = PA Xx PD = (a — V) (a + V) 
en BC = 1 (a—V) (a+V) =H (a? —V?). 
Stelt men nu het grootste stuk BC =g en PC =#, dan is 
PB =#—g en BO? =PB XPC of 9? =e (er —g) =e°—axg 


of #? — vg —g* =0, waaruit # = Eat vr +92). 
Daar de negatieve wortel hier niet te gebruiken is, vin- 
den we e= vr 49°). 
Zoodra dus BC =g gevonden is, kan men met behulp van 


een rechth. A Vv ( 7 ge dg? ) bepalen en vervolgens PC = z 


construeeren, 

Constructie Beschrijf op MP als middellijn een halven cirkel, 
die den gegeven cirkelomtrek in Q snijdt en verbind P met Q, 
dan is PQ? = PAXPD en PQ = 1 PAXPD == /(a2—V?) =BC. 


Verleng PQ met een stuk QR =i PQ, construeer op PR een 


halven cirkel, die het verlengde van MQ in S snijdt, dan is 


PS=vPOXPR=V (49 +4"). 

Verlengt men nu PS met ST = n= > PQ, dan zal PT 
gelijk zijn aan de gevraagde snijlijn PBC, die men vinden 
kan door uit P met PT als straal een cirkel te beschrijven, 
welke den gegeven cirkel in C en C, snijdt, en vervolgens 
één dier snijpunten met P te verbinden. 

Discussie. Aangezien BC een koorde moet zijn in den ge- 


geven cirkel, zoo kan BC nooit grooter zijn dan de middel- 
lijn AD==2V. Is nu BC == 2V, dan volgt uit BC? = PAXPD 
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of 4V2 = a? —V?, dat a? =5 V? en dus a= Vrv5 is (De 
negatieve wortel vervalt natuurlijk). Hieruit volgt, dat de 
constructie onmogelijk is voor a) Vyö. Voor a=Vrö 
gaat de sniĳlijn door het middelpunt van den gegeven cirkel. 


R. v. W. Pz. 
Anders, 


Trekt men in cirkel M eene koorde = PQ en uit M een 
raakcirkel aan deze koorde, dan zijn de raaklijnen uit P aan 
dezen raakcirkel getrokken, de gevraagde snijlijnen PBC en 
en PB‚C,. J.C. Murzer; W.C. R, 


1815. Als A, B, C en D 4 gegeven punten zijn, vraagt men 
de meetkundige plaats van het pant P, waarvoor A PAB 
even groot is als A POD. 

(Versluys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. S 63, 6.) (*) 


Oplossing. 


Constructie. Laten A, B, Cen D de 4 gegeven punten 
zijn. Trek door A en B en evenzoo door C en D een rechte, 
welke twee lijnen elkaar in S snijden. Plaats AE — CD lood= 
recht op AS en DF —= AB loodrecht op DS; trek EQ // AS 
en FQ |/ DS, die elkaar iu Q snijden. De lijn, die door Q 
en S gaat, zal nu de gevraagde meetk. plaats zijn. (*) 

Bewijs. Trekt men uit Q op AS en DS de loodlijnen QR. 
en QT, dan is QR=AE en QT =DE. Laat men vervol- 
gens uit een willekeurig punt P van de lĳn QS de loodlijnen 
PO en PN neer, dan is PO,/QR en PN //QT, waaruit volgt: 

QT :PN == QS: PS 


en QR:PO=QS: PS, 
dus QT: PN == QR: PO 
of QT: QRZ=PN: PO 
of AB: CD = PN: PO. 


Uit de laatste evenredigheid leiden we af: 
AB XPO =CD Xx PN 


en FABXPO =| CD XEN, dus A PAB= A PCD. 


Door een indirect bewijs kan men aantoonen, dat elk punt 
buiten de lijn QS de verlangde eigenschap niet bezit, 
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Discussie. Is AB—=CD, dan is ook AE —= DF en eveneens 
QR=QT. In dit geval is QS derhalve de bissectrix van £ S. 
Liggen de 4 gegeven punten in één rechte lijn, dan is de 
constructie in ’*t algemeen onmogelijk, Zn 't algemeen zeggen 
we, want is in dat geval bovendien AB == CD, dan zal elk 
punt buiten de lijn AD aan de gestelde voorwaarde voldoen. 
Het platte vlak, waarin AD ligt, zal dan de meetkundige 
plaats zijn en dus ook elke lijn in dat vlak gelegen , zoodat 
de constructie tot op zekere hoogte onbepaald is. 
R. v. W. Pz. 
Is AB//CD, dan bepaalt men een punt P, zoo dat de af- 
standen van P tot AB en CD zich verhouden als CD en AB. 
De rechte door P // AB en CD getrokken is dan de ge- 
vraagde meetk. plaats. v.p. Wau & VerBoren; À. GD. B. 


(*) Trekt men AE'= AE aan de andere zijde van ABL AB, 
en trekt men door E' eene rechte |/ AB, dan zal deze de lijn 
door F // CD getrokken in een punt Q' snijden, dan is de 
rechte Q'S door Q' en S getrokken ook eene meetk. plaats, 

De gevraagde meetk. plaats bestaat dus uit 2 rechten, door 
het snijpunt S der rechten AB en CD getrokken, en waarvan 
de afstanden der punten tot AB en CD constant is. 

J. C. MurreEr, 


1316. Met een gegeven straal een cirkelomtrek te beschrij ven, 
die een gegeven cirkelomtrek middendoor deelt en een 
koorde van gegeven lengte afsnijdt van een gegeven 
rechte lijn. (Versluys, Meth. $ 63, 7.) (*) 

Oplossing. 

Analyse. Zij N een cirkel, die aan de gevr. voorwaarden 
voldoet. Hij zal geconstrueerd kunnen worden, als zijn mid- 
delpunt bekend is. M is de gegeven cirkel, AB de gegeven 
rechte. HE en F zijn de snijpunten van M en N. EF is mid- 
dellijn van cirkel M en gaat dus door M. Trek NM; daar M 
het midden is van EF is NM JEF. EM:-=r. NER, 

Dus NM Zr (R? —r?) d.i. constant, Er volgt uit dat men 
een meetk. plaats voor N vindt door een cirkel met straal 
v(R? —r?) concentrisch met M te beschrijven. CD =g ook 
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gegeven. G zij het midden van CD. Trek NG. NG staat 
nu … op CD. oe = 54. NC =R. NG = (RB? — 40°); 
er volgt uit, dat men eene tweede meetk. plaats voor N 
vindt, door op een afstand v/(R? — 70°) lijnen evenwijdig 


aan NB te trekken. De middelpunten der cirkels, die vol- 
doen, zijn nu de snijpunten der meetk. plaatsen. Daar noch 
constructie noch bewijs moeielijkheid opleveren , bepalen we 
ons tot de bespreking. 

In het algemeen zullen er vier cirkels mogelijk zijn, daar 
twee rechte lijnen met een cirkel 4 snijpuuten kunnen hebben. 
De afstand van M tot AB zij a. Voor de bestaanbaarheid der 


uitdrukkingen v/(R? — 7?) en v(R? — , q°) wordt vereischt 


R ) renR) : q, dus 2R En q. Nemen we aan, dat aan deze 


voorwaarden voldaan is en onderzoeken we verder, wanneer 
4, 3, 2, 1, 0 cirkels mogelijk zijn. 
Voor den afstand der beide evenwijdige lijnen tot M vinden 


1 1 
we a— vR? — 7 7%) en at (RI — 79°) en voor den 


straal van den concentrischen cirkel van M hebben we 
vR? —r?). 


Heeft men nu tegelijk a — yv (R? — S q2) CV(R? —r?) (I) 
sf 
ak VR? — 30°) 1 (R2 — 12) (U) 


zoo zijn er 4 cirkels mogelijk. Men kan nog opmerken, dat 
de laatste ongelijkheid de eerste insluit. 


Heeft men a + v(R? — i q2) =v{(R? —r?), zoo wordt ook 
aan de ongelijkheid (L) voldaan en zijn er drie snijpunten en 


drie cirkels. Heeft men aJ1v{(R? — 10°) v(R? — r?) 


maar a — yv (R° — d q°) vR? —r*) zoo zijn er twee cirkels, 
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Heeft men verder a —1v/(R? — 7 q°) = VR? —r*), ZOO 
wordt aan de ongelijkheid (II) niet voldaan en is er maar een 
cirkel, terwijl als a — (R? — í q2) > (R? —r?) noch aan 
(I) noch aan (IL) voldaan wordt en er dus geen cirkels voldoen. 


Het geval a +1 (R? 50") Cv(R? —r?) en 


a—v(R? — ï q°) > v(R? — r*) is onmogelijk. 
J, C. MuLLer, 


1317. Op een gegeven rechte lijn een punt te bepalen, het- 
welk de eigenschap bezit, dat de raaklijnen, uit dit 
punt aan een gegeven cirkelomtrek getrokken , elkaar 
snijden onder een gegeven hoek. 

(Versluys, Meth. $ 63, 8.) (*) 


Oplossing. 


Als cirkel M, de lijn AB en de hoek gegeven zijn, dan 
heeft men de volgende 

Constructie. Trek uit M een rechte MP en een straal MR 
zoodanig, dat / PMR — het halve supplement van den ge- 
geven Z is. Trek door R een raaklijn, die MP in P snijdt 
en beschrijf uit M met MP als straal een cirkel, die AB in 
S en S, snijdt, dan zal elk dier beide punten aan het ge- 
vraagde voldoen. 

Bewijs. Trekt men uit ‚S de raaklijnen ST en SU, dan 
dient bewezen te worden, dat'/ TSU gelijk is aan den ge- 
geven hoek. Volgens onze constructie is MS—=MP; MT = 
MU = MR en / STM =/ SUM =z PRM = 90°. Hieruit 
volgt de congruentie der A A STM, SUM en PMR, zoodat 
men heeft: / MST =/ MSU=—=/ MPR. De laatste hoek is 
(dit blijkt uit de constructie) = de helft van den gegeven 
hoek, dus / MST 4-7 MSU of / TSU = de gegeven /.. 

Discussie. 1. Wat de gegeven lijn AB betreft, is de 
constructie steeds mogelijk, als die lijn minstens één punt 
met cirkel PS gemeen heeft. 
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2. Is de gegeven / —= 180°, dan ís het werkstuk onuit- 
voerbaar. Alleen, wanneer AB een raaklijn is aan den ge- 
geven cirkel M,‚ dan kan men zeggen, dat in dat geval het 
raakpunt het gevraagde punt is, terwijl de beide raaklijnen 
uit dat punt met AB samenvallen. 

8. Voor hoeken, grooter dan 180%, moet de constructie in 
zooverre worden gewijzigd, dat / PMR == de helft van den 
gegeven Z genomen wordt. Het supplement van / TSU is 
dan gelijk aan den gegeven hoek. 

v.D. War & Versoren; W.C. R.; J.C. MovrLer; 
J.B, Bakker; B. A. Timmer; R. v. W. Pz. 


1318. Bewijs, dat het oppervlak van een scherphoekigen 
A ABC gelijk is aan het halve product van den straal 
van zijn omgeschreven cirkel M en den omtrek van 
zijn hoogte A DEF. W. Merger. 


Oplossing. 





A DEF is de 
hoogte A van den 
scherphoekigen A 
5 ABC, M het mid- 
8 delpunt van den om 
8 A ABC beschreven 
| cirkel. 

We verlengen EF 
8 aan beide kanten en 
j nemen FH = FDen 
Be EG —= ED, dan is 

EN GH — den omtrek 
SE van den hoogteA. 
Ë BENN Verder trekken we 
de lijnen AG en AH, MB en MC, Nu is / HFB —=/ AFE 
en AFB —=/ DFB, zoodat / HFB—=/ DFB, en dus ook 
LAFH=/ AFD. De AA AFH en AFD hebben dus twee 
zijden en den ingesloten hoek gelijk, zoodat ze B zijn. 
Hieruit volgt: AH =— AD en / HAF —/ DAF. 

Op gelijke wijze kan worden aangetoond, dat A AEG a 
A AED is. Hieruit volgt. AG == AD en / GAE == / DAE. 

De Vriend der Wiskunde. XIL, 2 
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Dus is AH == AG 
en / HAF + / GAE 
= DAF + 7 DAE 
=Z BAC, zoodat 
LHAG=2x/ ABC. 
Ì En daar ook 
BMC =2/ ABC, 
is / HAC == / BMC. 
Degelijkbeenige A A 
HAG en BMC heb- 
ben dus gelijke top- 
LL, zoodat ze w 
zijn. Hieruit volgt: 

| ires | HG : BC Z=AH : MB, 
dus HG x MB = AH x BC == AD X BO == 2 Opp. A ABC, 


zoodat Opp. A ABO — 5 MB X HG = SR x (DE + EF-+-FD). 
W. Meiser. 





Tweede oplossing. 


Trekken we nog den straal MA en de lijnen MD, ME en 
en MF. Opp. A ABC == som der oppervlakken der vier- 
hoeken MEAF, MFBD en MDCE (Ligt M op een der zijden 
van den hoogte , dan gaat een der vierhoeken over in een 
A; ligt M buiten den hoogte , dan heeft een der vierhoeken 
een inspringenden hoek.) Nu snijdt de straal MA de zijde 
EF van den hoogteA rechthoekig. Want, noemen we het 
snijpunt dezer lijnen S, dan is / AES —=/ ABD; 


L SAE =/ MAC —/ MOA = 5 (180° — L AMO) = 


Ì (180° — 2 XZ ABO) = 90° — ZL ABC == £ DAB 
D ’ 


en dus / ASE = Z ADB, zoodat / ASE =90°. Evenzoo 
zal MB _\ DF en MC | DE staan (zie ook „De Vriend der 
Wiskunde” XI, 1896, no. 1281). Dus is 


Opp. vierhoek MEAF = 5, MA X EF — ER XEF 


1 1 
„_ » MFBD=;MBXEFD=GRXED 


ig 





Opp. vierhoek MDEC == ; MO x DE — 5 R X DE 
ROE don 
Opp. AABC= _ RX(EF+FD + DE) 
W. Meiser. 


Derde oplossing. 
Uit de gelijkvormigheid der AA AEF en ABC volgt: 


EF:BC =AE:AB, dus EP—_ECXAE _axAB 








AB De C 5 
fi br +2 —a? 
Nu is ABS — dus 
EF =— aX(b? Je? —at) _ at X(b? He? —a?) 
kn 2be Betis Sabor: eandiik 
2 (A2 HC2—D2\ 2 N En 
Evenzoo FD = OA en DE = AC derd 


2 Zabc 
Dus EF J- FD 4 DE —= 
at (b2 Jet — at) , b2(a? Het —b2) Cc? (a? Jb? —e?) 
2abc 2abe ii 2abc 
__ 2a2b? + 242? J- 2b2e? — at — bi — Ct 
EE abc 
_ (aFbto)(—atbde)(a— be) (a Hb —e) 
Ee Zabc 
__ 8s(s— a) (s—b)(s—c) __ 80? 
dr abe T abc’ 


Verder is R == gee dus 


a 
20” 
b 2 
R(EF + FD + DE) = Xe =20, 


en = zB (EF + FD + DE). 








Opmerking. In het voorgaande wordt alleen gesproken van 
den scherphoekigen A. In den rechthoekigen A gaat de 
hoogte over in een rechte lijn, nl. de hoogtelijn op de 
hypotenusa. Dat de eigenschap niet voor den stomphoekigen 
A geldt, blijkt aldus. 

Trekken we in een A ABC, waarin Z/ B stomp is, de 
hoogtelijnen op de zijden BA en BC, en verlengen we deze 
lijnen, tot ze elkaar in A’ ontmoeten, dan ontstaat de scherp- 
hoekige A A'BO, die met A ABC den hoogte, gemeen heeft, 
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terwijl beide AA gelijke omgeschreven cirkels hebben. De 
eigenschap, die bewezen is voor A A'BC kan dus niet door- 
gaan voor den A ABC, wiens oppervlak grooter is dan dat 
van A ABC. W, Meiser, 


1319, Als men door een der snijpunten van twee elkaar snij- 
dende cirkels gemeenschappelijke snijlijnen en door hare 
uiteinden raaklijnen aan de cirkels trekt, ontstaan er 
driehoeken, die de snijlijnen tot basis en de er bij be- 
hoorende raaklijnen tot opstaande zijden hebben. Wat 
weet ge van de tophoeken dezer driehoeken ? 

Oplossing. 

Als M en N 2 elkaar snijdende cirkels zijn, P een hunner 
snijpunten, APB eene willekeurige gemeenschappelijke snijlijn 
is, AC en BC respectievelijk raaklijnen aan M en N zijn, dan 
is / C == 180° —(/ A+ / B). 

Trekt men in P de raaklijnen PD en PE respectievelijk aan 
de cirkels Men N, dan i ie LAPD + / DPE + / EPB = 180°. 


Maar / A= LAPD = „bg AP en / B=/ EPB = 5 bg BP 
dus is / Ad-/ B=/ APDH/ EPB = 180°—/ DPE constant 
derh. is ook / C == / DPE constant. 


De tophoeken van al de aldus geconstrueerde AA zijn dus 
even groot. 


1320. Bewijs de identiteit: 
[(a — b)(b — 0]? + [(b — o)(e — a)? + [(c—a)(a—b)}" 
== (a? Hb? HC? — ab — ac — be). (*) 
Oplossing. 
Maken we gebruik van de identiteit 
at —b? = (a —b) (a +5) 
dan heeft men successievelijk 
(a? Hb? Je? — ab — ac — be)? — [(e — 4) (a —b)|? = 
== (24? Jb? JC? — 2ab — 2ac) (b? H-C* — 2be) 
= [a —b? (a — 1 6-0} 
= [a — Db — O1? HO — 0) (e —a)l* 
waaruit de gegeven identiteit volgt. (*) 
Tweede oplossing. 
Men heeft (a? Jb? Jc? — ab — ac — be)? = 


ar 


=D HBO He]. 
Stelt men hierin a—b—=ert, b—e=y, C—a=z#, dan 
moet bewezen worden, dat de gelijkheid 
Bett Hgytet Hato) = (ot Ht } 22) 
altijd plaats heeft, als # Jy Jz == 0. 
Maar men kan schrijven (rz 4-y 4-2)? = 0 


of dy? Jet == 2(ey J-y2 J- 20) 
EEE 
of (2 Hy? H22)2 —=4(a2y? Jytet det?) + Soyez (aty-e). 


Deze laatste gelijkheid wordt wel voorgesteld onder den ge- 
geven vorm, dewijl haar laatste term nul is. (2) 


Afleiding van eenige algebraïsche identiteiten. 
(Vervolg van blz. 281 in „De Vriend der Wiskunde’, 1896.) 


HI. Dezelfde manier van afleiden als onder I kan men 
ook bij 4 grootheden toepassen, 


Uit TEAN Ean enz. == 0 volgt ó 
a—d bd e—d 
(a—b)(a—c)(a—d) De (6—a)(b—c)(b—d) 15 (c—a)(c—b)(e—d 
ee ke 4 
5 1 
Uit (a — 5) (a —d) —i enz. == 0 volgt : 


a—cC b—c dc 


Deed | ED Er GE 
(«) — (£) geeft : Tb RTE CEE KME 


c—d c—d c—d 


(a—b)(a—e)(a—d) al (b—a)(b—e)(b—d) vp (c—a){e—b)(e—d) 
en 
(d—a(d—b)(d—e) 
of ARE NE nt 0 (20) 


(a—b) (a—e)( 4a—d) 
Met d vermenigvuldigd en («) er bij opgeteld: 
a 


(a—5) (ae) (ad) 
Uit (2) heeft men : 
a2—ad b2—bd c* —cd 


(a—b}(a—r}(a—d) Bn dre GE (c—a)(e—b)(c—d) 
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Vermenigvuldigt men (2!) met d, dan vindt men door op- 
a: 
(a—b) (a—ec) (a—d) 
Evenzoo kan men met behulp van (3) en (4) afleiden : 
a3 
(a—b) (a—c) (a—d) Je enz. == 1 . ee. 
at 
Ghea ed FE Aad . (24) 
Het is duidelijk, dat men de identiteiten kan uitbreiden 
voor 5 en meer grootheden. 
Zoo zal men voor 5 grootheden a,b,c, d, e hebben: 


telling : J-enz.=0 ..... (22) 


Dd De + =O. (25) 
Dd AE heet ren Ln 
EDGE dag tm =0. SPN ENE 
nne AE EED ENEN 
EGG =! hea 


as 


(a—b) (w—C) (1—d) (a—e) zn irl as b + C + d L e (30) 
In het algemeen zal men voor n grootheden a, , 4,, 4, ; 
jy veer 7 Oy hebben : 
1 
TPE PEEP RON PRESEN DRT Rei dn 
Ba) aaa ara) VE (31) 
tn 
noemer 





tE 0 err LE 


En zoo zal men # — 1 vormen krijgen, die nul zijn, met 


de tellers 1; a, enz.; a,?% enz. ; tot be enz. Verder 
n—l 


a, 
Ee CE) 


zater Helias best. he, 66 
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IV. Op dezelfde wijze als onder II uit die onder I weer 
nieuwe identiteiten zijn afgeleid, kan men uit die onder III 
ook weer andere opmaken. 

Bv. uit (23) door voor a enz., in de plaats te zotten … enz. 

1 

bed 

TENEN Sortie Per AE TCT AN omm == e e e 35 
Eed ben PT in Go) 

(23) en (35) geven samen : 

a3 J- bed 
(a—b) (a—c) (a—d) 
Uit (24) volgt: 
A == — (bed + acd Jabd-habe) (37 
DE Ee =d J- enz —=— (bed + acd Jabdrabe) (37) 
Uit (23) en (24) kan men afleiden: 
as (be Jd) Rad 

(a—b) (a—c) (a—d) ene 


els onz.=— Û "ev os on er (36) 


« … (38) 
enz. 

V. De meeste van bovenstaande identiteiten kunnen onder 
een algemeenen vorm gebracht worden. Het bewijs is dan in 
de meeste gevallen mogelijk volgens de methode van Ber- 
NOUILLI (zie ’t slot van I). 

Uit deze identiteiten volgen nog eenige ontbindingen in 
factoren, die vaak te pas komen. Uit (3) volgt: 

a? (b—e) + b? (e—a) Jc? ‘a—b) = (a—b) (b—e) (c—a). 

Uit (4): 
az (be) Hb? (e—a) Je? (a—b) = (aJ-bH-e) (a—b) (b-—e)(c—a) 
enz. 

Tevens wil ik voor de gebruikers der „Algebr. vraagstuk- 
ken voor eenigszins gevorderden” van J. VersLuys er bij 
voegen, dat dit opstelletje den sleutel geeft tot oplossing der 
vraagstukken Íste deeltje blz. 43 no. 27—44. De antwoorden 
volgen hier, voor zoover ze niet reeds hierboven vermeld zijn : 


31. —1 36 1 Al. ad-bte 
32 1 "_ (a—o)(e—b)e—e) 42. ab Hac be 
. ET 2 
abc 37, v 43. abc 
1 (zha)tadbiate) 44 (a+b)(b-e)(eha) 
ban gort ke. 
834. 1 i 3 


35. d 40. H. G, A, VERKAART, 


Kl 
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OVER MACHTCIRKELS. 


DOOR 
JUAN J. DURÁN-—LORIGA, 
Spaansch Artillerie Majoor. 


Bekend is, dat de meetkundige plaats der punten , wier 
machten ten opzichte van twee onveranderlijke cirkels een 


gegeven verhouding = hebben , een cirkelomtrek is. Stellen 


we m == — n dan is deze cirkelomtrek de meetkundige plaats 
der punten, wier machten ten opzichte van twee andere 
cirkels gelijk zijn met tegengesteld teeken. Bij analogie zul- 
len wij dezen cirkel noemen de machtcirkel*) van de twee 
gegeven cirkels. 

Het is zeer gemakkelijk zijn middelpunt en zijn straal te 
bepalen. 

Noemen we P, en P', de 
machten van een punt P van 
het vlak ten opzichte van de 
cirkels O, O0’. (Fig. 1.) Men zal 
hebben P, +P', =0. Zijn nu 
l, U‘ de afstanden van P tot de 
middelpunten , d de afstand OO’ 
dan heeft men 

PAR? R2, 

Het middelpunt van den be- 
doelden cirkel is bijgevolg het midden van OO’; zijn 
straal o is: 








p= V2E HR) He ED 
De machtcirkel zal bestaan , als men heeft d { V 2(R?+ R'®); 


die voorwaarde is altijd vervuld, wanneer de cirkels elkaar 
raken (hetzij uit- of inwendig), elkaar snijden of als de een 


*) Eenige schrijvers, vooral de Engelschen, noemen een cirkel, 
die drie andere cirkels rechthoekig snijdt, machteirkel (radical circle); 
het komt ons geschikter voor hiervoor de zeer gebruikelijke naam 
„orthotomische cirkel” te kiezen en den cirkel, waarover in 
dit opstel sprake is, machtcirkel te noemen. 
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binnen den ander ligt, maar liggen zij buiten elkaar, dan kan 
de machtcirkel reëel of imaginair zijn. Wanneer de cirkels 
elkaar snijden, moet de machteirkel klaarblijkelijk door de 
snijpunten (punten met de macht 0) gaan en men kan hem 
onmiddellijk construeeren. Raken zij elkaar uitwendig dan zal 
de machtcirkel in het raakpunt uitwendig raken aan den 
cirkel met den grootsten straal en daar zijn middelpunt in 
elk geval het midden van den afstand der middelpunten is , 
is zijn constructie onmiddellijk uitvoerbaar. Wil men zijn 
straal berekenen, dan moet men in (1) stellen d= R + Ren 


men krijgt: Ran > (R —R) 


Raken de gegeven cirkels elkaar inwendig dan raakt de 
machteirkel beide in hun raakpunt en zijn straal is 


Bnn 5 (RR!) 
Zijn de gegeven cirkels concentrisch, dan is hun macht- 
cirkel concentrisch met hen en men krijgt zijn straal door 
in (1) d==0 te stellen ; men heeft dan : 


ál =jV2r HR). 

Tot het uitvoeren der constructie van den machtcirkel ten 
opzichte van twee buiten elkaar liggende cirkels (als hij be- 
staat) of van twee cirkels, waarvan de een binnen den ander 
ligt, komt men door de beschouwingen, die nu volgen. 

Wij eonstrueeren drie cirkels O, O' en O0”, noemen II Al 


den machteirkel van O en O'; IL dien van O en O0’; snij- 


die cirkels elkaar, dan heeft men voor de snijpunten 


P =P, 
1) 0 


Pb == Pon 
en bĳ gevolg P ‚== P„ d. w. z. dat de machtlijn van O' en O 
ook de machtlijn van Il ‚en Il ‚ris. Snijden de macht- 
„cirkels elkaar niet, dan is het ook gemakkelijk een meetkundig 
bewijs te geven en nog gemakkelijker om het analytisch te 


bewijzen, zooals wij in het vervolg zullen doen. 
Deze opmerking geeft ons een middel aan de hand om den 
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wachteirkel te vinden van twee buiten elkaar liggende cirkels 
(als hij bestaat) of van twee cirkels O en O’, waarvan de 
een binnen den ander ligt. 

Snijden wij ze door een derden cirkel O’, bepalen wij den 
machtcirkel van O en O0”; trekken wij vervolgens de machtlijn 
van O' en O’ dan zal men één of twee punten hebben van 
den cirkel, dien men wil bepalen en waarvan het middelpunt 
bekend is. De cirkel O” moet zoo gekozen worden, dat de 
machtcirkel en de machtlijn elkaar snijden. In het geval, dat de 
cirkels buiten elkaar liggen (het eenige geval, waarin er kans 
is, dat de machteirkel niet bestaat), kan men de volgende con- 
structie gebruiken, om te zien of de machteirkel werkelijk bestaat : 

Richt in het uiteinde A (Fig. 1) 
van den straal OA een loodlijn 
AB op gelijk aan den straal 
R' van den anderen cirkel, 
trek OB, vervolgens de loodlijn 
BC=O0B. Indien het middel- 
punt O' valt binnen den cirkel 
met den straal OC dan is de 
machtcirkel reeël. 

De eenvoudigheid van deze 
constructie maakt verdere uitlegging overbodig. Snijden twee 
cirkels elkaar rechthoekig, dan is het duidelijk, dat hun 
machtcirkel door hun middelpunt gaat, wat men ook afleidt 
uit de waarde van /. 


1 
Men heeft R? + R'? = 00! en dus p= 3 00’. 





Fig. 1. 


Het omgekeerde is gemakkelijk aan te toonen. 

De beschouwing der machtcirkels veroorlooft ons het vol- 
gende vraagstuk onmiddellijk op te lossen. 

A en A' zijn 2 cirkels, die elkaar (b.v. inwendig) raken, 
met de middelpunten O en O' (Fig. 2) en de stralen Ren R'. 
Door het raakpunt p trekt men een snijlijn pam en men 
neemt in tegengestelde richting am' =am. Wat is de meet- 
kundige plaats van het punt m'? 

Trek den cirkel O”, die met den grootsten der gegeven 
cirkels O den kleinsten O' tot machtcirkel heeft, dan is alleen 


‚ à7 


op de volstrekte waarde let- 
tende ap X am — ap X am’, dus 
am —= am en de gezochte meet- 
kundige plaats is de cirkel O0. 

Om zijn straal z te bepalen, 
heeft men 


RR) 





Fig. 2. of v—=R-—2R. 

De gevonden cirkel raakt A en A’ inwendig, als R — 2R' 
negatief en uitwendig, als R —2R' positief is. Gaat A’ door 
O dan gaat de meetkundige plaats over in het punt P. 

Wij"hebben reeds gezien, dat, als men 3 cirkels O, O0! en 0” 
heeft en men de machtcirkels bepaalt van 2 groepen (b. v. 
O, O' en O, 0”) de machtlijn van deze machtcirkels dezelfde 
is, als die der cirkels van de derde groep. Hierdoor kunnen 
wij gemakkelijk bewijzen, dat de cirkels beschreven op de 
medianen van een driehoek als middellijnen twee aan twee de 
_ hoogtelijnen van dezen driehoek tot machtlijnen hebben, 

Men moet opmerken, dat de machtcirkels van de cirkels, 
die de zijden van den driehoek tot middellijnen hebben, de 
cirkels met de medianen als middellijnen zijn (b. v. de macht- 
cirkel van de cirkels op b en c is de cirkel op de mediaan 
van a). Hieruit volgt, dat de machtlijnen der laatste cirkels 
dezelfde zijn als die van de eersten, dus dat die machtlijnen 
de hoogtelijnen zijn. Wij hebben dus zes cirkels wier gemeen- 
schappelijk machtpunt het hoogtepunt van den driehoek is. 
Beschouwen we nu de cirkels met de middens der zijden als 
middelpunten en de overeenkomstige medianen als stralen en 
die, welke wij genoemd hebben (om redenen vermeld in 
„El Progreso Matematico”’ vol V p. 70) potentiaalcirkels dan is 
het duidelijk, dat de bovengenoemde cirkels die zijn, welke de 
medianen van den anticomplementairen driehoek tot middel- 
lijnen hebben. Overigens volgt uit wat wij boven zeiden, 
dat deze cirkels de machtcirkels zijn van de cirkels op de 
zijden van laatstgenoemden driehoek als middellijnen beschreven; 
wij kunnen dus zeggen: de cirkels uit de hoekpunten van een 
driehoek als middelpunten beschreven met de overtaande zijden 
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als stralen hebben tot machtcirkels de potentiaalcirkels van 
bovengenoemden driehoek. 

Men ziet dan waarom hun machtpunt het hoogtepunt is 
van den anticomplementairen driehoek. 

Wij hebben dus een tweede groep van zes cirkels, die 
hetzelfde machtpunt hebben. 

Wij hebben gezegd, wanneer 2 cirkels elkaar rechthoekig 
snijden dan heeft hun machtcirkel tot middellijn de afstand 
der middelpunten, en daar nu de cirkel van pe LonacHaAMPs 
orthotomisch is tot (rechthoekig gesneden wordt door) de 
cirkels uit de hoekpunten als middelpunten met de overstaande 
zijden als stralen beschreven, volgt er uit, dat de cirkels, die 
tot middellijnen bebben de rechten, die de hoekpunten van 
den driehoek verbinden met het hoogtepunt van den anti- 
complementairen driehoek de machteirkels zijn van den cirkel 
van pe LonNecHAMPS en de drie bovengenoemde cirkels. 

Het zelfde kenmerk kan gebruikt worden om de macht- 
cirkels te vinden van eenige andere merkwaardige cirkels van 
den driehoek; maar in al die gevallen kan men een nuttig 
gebruik maken van de analytische meetkunde. 

Zijn C—=0enC!'=0 de vergelijkingen van 2 cirkels dan 
is C+ C'— 0 die van hun machtcirkel zoowel in cartesiaansche 
als in trilineaire coördinaten ; de machteirkel van de cirkels 
met de vergelijkingen : 

vry? + 2Ar +2By HC =0 
arty JA rH2By 0 =0 
heeft tot vergelijking : 


yr HAHA) d (BHB) +3 (CH C)=0. 


Neemt men de rechte der middelpunten tot z-as en den 
oorsprong in één der middelpunten (rechthoekig stelsel) dan 
zal de machtcirkel zijn 

2 2 (EN 

CE are En 
waaruit blijkt (wat wij boven gezien hebben) dat het voor 
het bestaan van den machtcirkel noodig is, dat de afstand 

der middelpunten minder is dan v”2(R? + R?). 
Is die afstand =V2(R? + R'?) dan gaat de cirkel over in 
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een punt op de rechte der middelpunten binnen den cirkel 
met den grootsten straal en op een afstand van zijn middel- 


punt gelijk „va (R2 +R2). 


Gebruikt men barycentrische coördinaten en worden de cir- 
kels, in den vorm aangegeven door pr Lonacramprs (J. S. 1886, 
p. 57), voorgesteld door 

Ya X ua — Za fy = 0 

Ya X Zuw'a — Zafy =O 

dan is de vergelijking van den machtcirkel 
Za X Xi (u Ju!) a — Ea By =0. 

Het is gemakkelijk een analytisch bewijs te geven van de 
eigenschap: Zijn drie cirkels O, 0’, 0” gegeven en groepeert 
men ze twee aan twee, dan zal de machtlijn der machtcirkels 
van 2 groepen dezelfde zijn als de machtlijn van de 3de groep. 

De vergelijkingen der gegeven cirkels zijn 

GR 0 Ge De 


De machtcirkel van C =0 en C° =0 is CHC = 0. 
me ORO C's 0CI8 CHC =0. 

De aat van C4-C'=0 en C4HC? =0 is C'—07 = 0, 
ROE ONO 0 IE CC" =0, 


Bennalt men de machtcirkels van 3 gegeven cirkels, han- 
delt men met de 3 gevonden cirkels (zoo het mogelijk is) op 
dezelfde wijze, dan krijgt men steeds voortgaande 3 reeksen 
van cirkels, die in zekere betrekking tot elkaar staan en waar- 
van de bestudeering belangwekkend moet zijn. ! 

De beschouwing der machtcirkels in de meetkunde van den 
driehoek , toegepast op merkwaardige cirkels van dien driehoek 
op andere cirkels, op rechten of op merkwaardige punten van 
den driehoek, zal, denken wij, tot belangrijke feiten leiden. 
Voor het oogenblik bepalen wij ons tot het aanwijzen der denk- 
beelden, die wij bij een andere gelegenheid denken te ont- 
wikkelen. 


De Schrijver zond ons in Oct. 1896 deze bijdrage ter op- 
name toe. Zij werd het eerst geplaatst in het Spaansche Tijd- 
schrift „El Progreso Matemático’’ (Dec. 1895), daarna in het 
„Journal de mathématiques élémentaires’ van DE LONGCHAMPS 
(Avril 1896) en in Grunert's Archiv (1896), (Red) 
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Iets over regelmatigheid van veelhoeken. 


‚Is algemeen bekend, dat in de volgende gevallen veel- 
hoeken regelmatig zijn : 

a. als er om en er in concentrische cirkels beschreven 
kunnen worden ; 

b. als ze in een cirkel beschreven zijn en gelijke hoeken 
hebben , mits het aantal zijden oneven zij; 

c. als ze om een cirkel beschreven zijn en gelijke zijden 
hebben , mits het aantal zijden oneven zij. 

Hieraan kunnen nog de volgende gevallen toegevoegd worden : 

1. Een veelhoek is regelmatig, als er om en er in cirkels 
beschreven kunnen worden, en drie van zijn zijden gelijk zijn. 

Bewijs. 

De drie gelijke zijden liggen, als gelijke koorden, op den- 
zelfden afstand van het middelpunt van den omgeschreven 
cirkel; dat middelpunt moet dus liggen op de twee lijnen, 
die de hoeken tusschen de drie geliĳjke zijden middendoor 
deelen; maar het snijpunt van die twee lijnen is ook het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel. De beide cirkels zijn 
derhalve concentrisch, en daarom is de veelhoek regelmatig. 


2. Een veelhoek is regelmatig, als er om en er in cirkels 
beschreven kunnen worden en drie van zijn hoeken gelijk zijn. 


Bewijs. 

Is bekend, dat de meetk. plaats van de punten, die zóó 
liggen, dat de twee raaklijnen van daar uit aan een zelfden 
cirkel getrokken, gelijke hoeken met elkaar maken, een 
cirkel is concentrisch met den eersten. De drie hoekpunten 
van de gelijke hoeken liggen dus op gelijke afstanden van 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel; zij liggen echter 
ook op gelijke afstanden van dat van den omgeschreven cir- 
kel, dus zijn de twee cirkels wèèr concentrisch, en is de 
veelhoek regelmatig. 


3. Een veelhoek is regelmatig, als er in en er om cirkels 
beschreven kunnen worden, en een paar zijden is gelijk en 
ook een paar hoeken (deze stelling is echter niet algemeen waar). 
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Bewijs. 

Twee zijden zijn gelijk; die liggen dus op gelijke afstanden 
van het middelpunt van den omgeschreven cirkel ; omgekeerd 
ligt dit punt dus op de lijn, die den hoek tusschen die twee 
zijden (even als boven desnoods verlengd , want de zijden be- 
hoeven in geen dezer gevallen op elkaar te volgen , zoo min 
als de hoeken) middendoor deelt, op welke lijn ook ligt 
het middelpunt van den ingeschreven cirkel. 

Twee hoeken zijn gelijk, daarom liggen hun hoekpunten 
op gelijke afstanden van het middelpunt van den ingeschreven 
cirkel; omgekeerd ligt dus dat middelpunt op de lijn die de 
lijn, tusschen die twee hoekpunten getrokken , rechthoekig 
middendoor deelt; op die lijn ligt ook het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel. Beide middelpunten liggen dus op 
twee verschillende lijnen, dus vallen zij samen en zijn de 
cirkels concentrisch, waaruit de regelmatigheid van den veel- 
hoek weêr volgt. 

Zijn de gelijkheden zóó gegeven dat deze twee lijnen samen- 
vallen, dan valt dit bewijs in duigen. 

Was van te voren in te zien dat stelling 3 niet algemeen 
zou doorgaan; geeft men b.v. bij een driehoek (waarbij na- 
tuurlijk het gegeven van de cirkels vervalt) dat twee zijden 
gelijk zijn, en ook twee hoeken, dan behoeft hij nog niet 
gelijkzijdig te zijn. 

Laat ons ten overvloede eens nagaan of er genoeg gegeven 
was om tot de regelmatigheid te kunnen besluiten. 

Hiertoe zijn bij een n-hoek 2n — 4 gegevens noodig. Het 
beschreven’ zijn van een n-hoek in een cirkel, hoeveel gege- 
vens zijn dat? Door drie van zijn hoekpunten gaat altijd 
een cirkel; de andere » — 3 hoekpunten moeten alle op een 
bepaalden afstand van het middelpunt van dien cirkel liggen, 
dit maakt dus „— 3 gegevens. Eveneens vervangt het be- 
schreven zijn van een veelhoek om een cirkel n— 3 gegevens. 
Derhalve, wanneer gegeven is dat een veelhoek om en ook 
in een cirkel beschreven kan worden, wordt er voldaan aan 
2n —6 voorwaarden; verder komen er, zoowel in stelling 1 
als in 2 en 3 nog twee bij, wat een totaal geeft van 2n — 4, 
juist wat het moet zijn. C. A. Cikor, 
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Schriftelijk werk akte-examen Wiskunde L. O., 
Semarang 1896. 


Reken- en Stelkunde. 
1. Bereken # uit: 
log? (2? + +1) 


mmm 


log?(z° +441) 
/ log {et Pe en 
(22Ha 1) ATB V(e?totl)...... enz, = 10, 
2. Los z op uit de vergelijking : 


[log 2 log 3}. enz. + log (er — 1) + 


(tog a+tlog 5 —+log zt. ie enz.Hlog— je zlogztlog?z—2. 


3. Bepaal het bedrag, dat op een schuld groot f 15000 
contant moet worden voldaan, om het overige te kunnen vol- 
doen met de 12 volgende jaren f 1000 aan het eind van ieder 
jaar af te lossen. Rente 4 °/. 


Planimetrie. 

1. Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden a en & 
en de straal van den ingeschreven cirkel r. Bereken de koorde, 
die de raakpunten verbindt van den ingeschreven cirkel met 
de beenen van het trapezium. 

2. Een driehoek te beschrijven, als gegeven zijn de afstan= 
den van de middelpunten van den om- en van twee der aan= 
geschreven cirkels. (De Vriend der Wiskunde, XI,1896, no. 1263.) 


Gonio- en Trigonometrie. 

1. Binnen een vierkant is een punt gegeven, dat met de 
hoekpunten van het vierkant verbonden is. Als nu twee der 
aangelegene hoeken, welke om het gegeven punt ontstaan , 
80° en 130° zijn, vraagt men de 2 andere te berekenen. (Zie 

Supplement, IX, 1897 , 628.) 
’ 2. Men Lt te end dat in ERE driehoek de som 
der tangenten van de // gelijk is aan hun product. (Sup- 


plement , IX, 635.) 
Stereometrie. 


1. Vier bollen van gelijken straal raken elkander onderling 
aan. Bereken de inhoudsverdeeling van ieder der drie bollen, 
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door het vlak, dat door de drie raakpunten op den vierden 
bol gaat. (Supplement, IX , 620.) 

2. Van een prismoïde zijn grond- en bovenvlak gelijk- en 
gelijkvormige rechthoeken, waarvan de zijden a en b M. zijn; 
zij zijn zoo ten opzichte van elkander geplaatst, dat de zijde 
a van den eenen evenwijdig is aan de zijde b van den anderen 
rechthoek. Hun afstand wordt door 2 evenwijdige vlakken 
aan grond- en bovenvlak, in 3 gelijke deelen verdeeld. Be- 
reken den inhoud van elk der drie deelen, waarin de pris- 
moïde door die vlakken verdeeld wordt. (Supplement, IX, 621.) 


Programma Akte-examen Wiskunde L. O. (Vak Pp.) 

a. Kennis van de vlakke meetkunde, de vlakke driehoeks- 
meting en de stereometrie. 

b. Kennis van de lagere algebra tot en mot de vierkants- 
vergelijkingen, alsmede van de reken- en meetkunstige reeksen 
en de logarithmen. 

c. Vaardigheid in het oplossen van eenvoudige stel- en 
meetkundige vraagstukken. 

(Kon. Besl., Staats-Courant, 28/29 Dec. 1890.) 


Schriftelijke opgaven van het ex. Wisk. L. O., ’s-Graven- 
hage, Maandag, 2 Nov. 1896. | 
Planimetrie. 

1. Als de lijn, die den tophoek A eens driehoeks ABC 
halveert, de basis BC in D en den omgeschreven cirkel in E 
ontmoet, dan is CE eene rasklijn van den cirkel om A ADC 
beschreven. 

2. Een trapezium te construeeren, als gegeven zijn de even- 
wijdige zijden, de verhouding der diagonalen en de hoek, 
waaronder deze elkander snijden. 


Algebra. 
1. Los # op uit de vergelijking : 
1 
EN 1 
3 1 EE BEE a! (2) 2 
VV log(z—5) 5 oge) v\25 
(e—5) X (25) ec 
22 


De Vriend der Wiskunde, XIl, 3 
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2. Tusschen de steden A en B bestaat een geregelde stoom- 
bootdienst; de booten uit A vertrekken iederen namiddag te 
p uur, die van B des voormiddags te q uur; zij varen in 
beide richtingen even snel. De boot, die den 15den Oct. van 
B is gegaan, ontmoet „ uren na haar vertrek de boot, die 
den 14den van A is vertrokken, terwijl zij de boot, die den 
15den A verliet, m KM. van A ontmoet. Hoeveel KM. liggen 
A en B van elkander verwijderd ? 


Stereometrie. 


1. Een afgeknotte regelmatige zeszijdige pyramide, waar- 
van de ribben van grond- en bovenvlak zijn 6 en 3, ter wijl 
de hoogte van een der zijvlakken 31/2 is, wordt voltooid. 
Men vraagt het oppervlak to berekenen van den om deze vol- 
tooide pyramide beschreven bol. 

2. Op een bol, waarvan de straal — 1 wordt gesteld , 
zijn drie groote cirkels getrokken, welke met elkander twee 
aan twee hoeken van 60°, 70° en 110° maken. Gevraagd een 
stelsel concentrische cirkels te construeeren, waarvan de opper- 
vlakken gelijk zijn aan de oppervlakken van de 8 boldrie- 
hoeken, waarin het bolvlak door de groote cirkels wordt verdeeld. 


Gonio- en Trigonometrie. 


1. Bepaal de waarden van z, kleiner dan 360, die vol- 
sin 200°20'10” eosec 300°5'7” 

cotg 95°2'20” sec 310“10'4" 

2. Van twee ladders verhouden zich de lengten als p:g, 
terwijl zij met elkander een hoek van «° maken ; wordt de 
afstand tusschen de steunpunten a grooter, dan vermeerdert 
de tophoek met £°. Geef de formules, noodig om de lengten 
der ladders te berekenen. 


doen aan cotg(270°—2r, = 


Verslag van een mondeling ex. Wiskunde L. O. 1896. 


Algebra. 


Welke gevallen onderscheidt ge bij de deeling ? Higenschap- 
_ pen noemen en bewijzen, waarop de bewerking berust. Deeling 
van gelijkslachtige vormen door ongelijkslachtige, van ongelijk- 
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slachtige door gelijksl., van ongelijksl. door ongelijksl. Hoe 
is het quotient ? Wanneer kunt ge zeggen, dat de deeling 
niet zal opgaan ? 

De twee grondformules voor de meetk. reeksen. Hoeveel 
formules zijn er? Bewijs. Hoeveel onderling afhankelijk ? 
Formule voor de som van oneindig voortloopende meetkundige 
reeksen. Afkoop van rente. 


Stereometrie, 

Teeken een afgeknotte driezijdige piramide, verdeel die in 
drie viervlakken. Druk de inhouden van die viervlakken uit in 
grondvlak, bovenvlak en hoogte van de afgeknotte piramide. 
Naar aanleiding daarvan over prismoïden, inhoudsformule. 
Bewijs: Hen lijn evenwijdig aan twee vlakken is evenwijdig 
aan de sniĳĳlijn dier vlakken. Wat is de meetk. plaats van de 
punten evenver verwijderd van twee elkaar snijdende rechte 
lijnen. Bewijs. Een lijn in een vlak projecteeren op een 
ander vlak. Is de hoek, dien de lijn maakt met haar projectie, 
grooter of kleiner dan de standhoek der twee vlakken? Van 
een gegeven bol den straal construeeren en een grooten cirkel 
construeeren, die door twee gegeven punten gaat. 

Planimetrie. 

Twee drieh. hebben twee zijden gelijk en een hoek tegenover 
een van die zijden. Verschillende gevallen bespreken. De 
meetk. pl. der toppunten van drieh. met gelijke basis en ge- 
lijken tophoek. Ook van het snijpunt der hoogtelijnen. Die 
twee meetk. pl met elkaar vergelijken. Meetk. pl, der punten 
waarvan de som van de kwadraten der afst. tot twee gegeven 
punten standvastig is. Evenzoo verschil der kwadraten stand- 
vastig. Machtlijn bij twee cirkels. Berekening van de zijde 


van den 15-hoek, 
Goniometrie, 


Sin 240°, tg 330° enz. Cosinusregel logarithmisch maken. 


De formule voor tg 5 A afleiden, zonder gebruik te maken van 


sin of cos 2 Á , door middel van den straal van den ingeschr. 


e 


cirkel, Enkele Len uitwerken en herleiden. 
J. v. Toren. 
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Splitsing eener breuk in de som of het verschil van twee 
of meer andere breuken. 


Te d-5 
or Jr J 6 
deelen in twee andere onverkleinbare breuken, dan kunnen de 
noemers der gevraagde breuken zijn x +2 en #3, of wel 
een dezer factoren en den noemer van de gegeven breuk. Daar 
de tellers gezocht moeten worden, stellen wij daarvoor alge- 
meene waarden naar aanleiding van het gegevene. 

Als wij den teller der eerste brenk door Ar + B voorstel- 


den, dus de eerste breuk zelve SE 


1. Indien gevraagd wordt de breuk te ver- 


TE die onder den ge- 
geven noemer moet gebracht worden, dan zou zij veranderen in 
(Az +B)(s43) , Aa? (SAF Ba} 3B 

ord oe 4-6 or Jor + B ì 
Maar in de gegeven breuk komt in den teller geen tweede 
macht van # voor, waar van zelf A — 0 wordt; daarom stellen 
wij de gevraagde breuken voor het eerste geval liefst voor door 
jn 


vJ- 2 





‚ waaruit de vergelijking volgt: 


Á Bint Te J-5 
oen ord bed 6" 
Door herleiding verkrijgen wij 
Ae 4-3) 4 B(e 42) =de ö 
of (A HB— 7) (3A H2B—5) =0 
eene vergelijking waarin elke term op zich zelf = 0 moet zijn. 
Hierdoor verkrijgen wij A JB=?7 en 3A +2B=5, 


den 
xJ-3 


waaruit A == —9 en B == 16, zoodat de gevraagde breuken zijn 
ps BREE 6 
ud3 at 


Stelt men de noemers # 4-3 en #2 J5z +6, dan mag de 
teller der tweede breuk de eerste macht van « bevatten, 
waardoor de breuken worden : 

A Ber + C 
xJ- 3 ar ur bed 6 

Stelt men deze som weder gelijk aan de gegeven breuk, 

en verdrijft men de noemers, dan verkrijgt men: 
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Ae +2) Be hz 5 
of (A +B)e + (2A HC) =te 5 
waaruit A+B=7 en 3A +C=5. 


Daar dit stel vergelijkingen onbepaald is, kunnen wij voor 
A, B en C de volgende waarden verkrijgen : 
Ae aen sd, “Dieng 
Bb, 5 4, 8, <2 
Gide ll — 8e D 
oon de gevraagde breuken Er worden: 
6x J- 3 Ov +1 
tad * ern a er 
Neemt men # +2 en #? + 5e + 6 als de noemers der ge- 
vraagde breuken aan, doen zich dezelfde omstandigheden voor, 
zoodat het vraagstuk voor een groot aantal verschillende op- 
lossingen vatbaar is. 
Dit zal nog sterker te voorschijn treden als wij eene breuk 
nemen, waarvan de noemer uit 3 factoren bestaat. 


8x? — rd 5 
2. De breuk le -rle 5) zi 
met verschillende noemers. 

In N°. 1253 is eene dergelijke breuk verdeeld, welker noemer 
uit drie verschillende factoren bestaat. Wij hebben toen, als 
de eenvoudigste oplossing, aangenomen, dat de noemers der 
verschillende breuken onderling ondeelbaar zouden zijn. Wij 
hadden echter evengoed de noemers zoodanig kunnen stellen, 
dat twee er van een gemeenen deeler hadden, bijv. de noemers 
etl, (ef) (rH-2), (22) (@ H3); of (wr +2, (e +1) 
(242), (wr +1) (2 43) enz. Wij hadden ze ook zoo kunnen 
nemen dat alle noemers twee aan twee een gemeenen deeler 
hebben, nl. (+1) (#42), (a +1) (we +3), (w 4 2) (wv + 3). 

Deze wijzen van opvatting zouden tot geheel andere uit- 
komsten geleid hebben. 

Bij bovenstaanden breuk is eene der laatste zienswijzen 
onvermijdelijk, omdat dezelfde factor twee malen voorkomt. 
De volgende enen zijn dan mogelijk: 

Bz + C D 
SEE mg 





te verdeelen in drie breuken 
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At it 
te 


enz. 


Nemen wij vooreerst het eerste geval, waarin A, B, Cen D 
de onbekende getallen in de tellers voorstellen en waarvan 
ook enkele = O kunnen worden. Deze opmerking geldt ook 
voor alle volgende Le Nu is 

Br + C D 
ate TTA: 
(ABHD)? —(5A H3B— CH 4D) x J(6A — 3CH4D) 
Ne 
en daar deze breuk gelijk moet zijn aan de opgegevene en 
de noemers dezelfde zijn, zoo moeten ook de tellers gelijk 
zijn. Derhalve is 
(A HBD) z? —(5A + 3B—C H- 4D) z 
J (GA —3C + 4D) = 82? -— 25 + 5. 

Deze vergelijking is identiek, waardoor de coëfficienten der 
gelijknamige machten van r geliĳk zijn. Hierdoor ontstaat het 
stel onbepaalde vergelijkingen : 


A+BHD=8 (I) 





BA JH 3B—C 4 4D — 25 GA —3C 4D = 5 
BA-+5B + 5D 40 (1) GA + 6B + 6D — 48 (1) 
2B40 H- D= 15 (2) 6B 4 3C + 2D —= 43 


6B + 3C + 3D = 45 (2) 
Ds2 
Door de bekendheid van D verkrijgen wij 
AR AE 
A + 3B E80) 
B C=— 

RD laatste vergelijking is onbepaald ; willen wij dus voor 
A, B en C positieve waarden hebben, dan zijn de verschillend 
Boeslinke waarden voor 
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Nem 3, dn Dr 6, en daardoor ontstaan de volgende 
Oan, 11,13, antwoorden : 
et 9e 1, 0, 

1 5e J- 3 2 2 An J-5 2 
er ite 
3 3e J- 7 2 2 + 9 2 
8 itt: —3’ 


Be de 11 2 13 2 
B (p= end zittn 
Hadden wij echter in het begin B of C =0 gesteld, dan 

zouden wij 3 vergelijkingen met 3 onbekenden verkregen 
hebben. Stellen wij bijv. C == 0, dan wordt 





1 1 
A=—5 B= 6; en. D= 2; 
Nemen wij nu het tweede geval 


Be JC De + E 
LENTE (rw — 2)? A ae Sj 
(ABHD) 25 A H3B—CH2D-—E)rh(6A—3C—2E) 
(@— 2)? (r—3) LERS 
_ 822—25e J- 5 
TeC) 
dan volgt hieruit op dezelfde wijze als in het eerste geval 
A+B—H-D==8 (4) 
5AL3B —C42D—E—=25 6A—3C—2E= 5 
5A5B —+5D =z40 (4) 6A6BH6D z=48 (4) 
2BC+3VD E15 (5) 6B4-3CH-6D 4243 
3DJE== 2 (6) 6BJ-3C 9D H3E—=45 (5) 








2BJ-C ml 3DE—= 2 (6) 
Nu hebben wij de onbepaalde vergelijkingen 
ABHD =8 2BJC=18 3D -E=2 


waardoor de waarden voor A, B, C, D en E geheel onbepaald 
zijn. Wil men niet anders dan positieve waarden, dan kan 
slechts 


Da) 
en E =2 genomen worden, 
waardoor Biene te, 40, 6sofs 7 
Amie 6niDied, 3, 2 of 1 
en C=11, 9, 7, 5, 3, 1 of —1 
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Handelen wij met deze antwoorden op dezelfde wijze als 
hier boven, dan verkrijgen wij weder zes verschillende op- 
lossingen , omdat de zevende, waarin C=— 1 vervalt. Wil 
men ook negatieve waarden aannemen, dan is het aantal op- 
lossingen eindeloos. | 

Het bovenstaande achten wij voldoende en willen daarom de 
oplossing der andere gevallen aan den lezer overlaten. 

3. Als de noemer uit 3 gelijke factoren bestaat, dus een 
derde macht is, dan is de oplossing der breuk meer beperkt, 
want om de noemers der drie verschillende breuken ongelijk 
te doen zijn, heeft men geen andere keus, dan dat de noemer 
der eerste breuk de eerste macht, die der tweede breuk de 
tweede macht en die der derde breuk de derde macht zij van 
den wortel des noemers van de gegeven breuk. 

Is bijv. gegeven te splitsen de breuk 

Ta — 132 J- 11 
@-5 
dan kunnen de gevraagde breuken niet anders voorgesteld 
worden dan door 
Á Br +C Dz? 4 Ez +F 
os ze (2—5)3 








breuken, waarin de tellers telkens eene macht lager zijn dan 
hunne noemers, omdat dit in de gegeven breuk ook zoo is. 

De som dezer breuken is: 

A (a—5)? + (Ba + C) (2 —5) + Dy? + Ey 4 F 
@—5)? 

of na rangschikking volgens de machten van z: 
(A+B+4D)a2?—(10A+5B—C— Eje + (25A —5C HF) 
ET EE PRESET) 

Daar deze breuk gelijk moet zijn aan de gegevene, en de 
noemers gelijk zijn, zoo zijn ook de tellers gelijk ; en deze 
kunnen niet geliĳk zijn, of de gelijknamige machten van « 
moeten dezelfde coëfficienten hebben, dus moeten de tellers 
eene identieke vergelijking opleveren. Hierdoor verkrijgen wij 
het volgende stel van 3 vergelijkingen met 6 onbekenden, 
derhalve weder een stel onbepaalde vergelijkingen. 
AHBHD=7, 10A +5B —C—E=13, 25A—5C+HF==1l 
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Stelt men hierin A = 1 en B==1 dan verkrijgt men 
DD, C+E=2 5C—F=l4 
Neemt men nu E == 1, dan is D=5, C=l en F=—9 
waardoor de dn breuken worden 
xl 5x? Jud 
tE 5)? kn (z—5)® 
Stelt men he RBE konten 1 
dan is Borden kT 
waardoor de gevraagde breuken worden 
1 xt3 or. —r +1 
“5 Been GEB (@—5)3 
Door aan A, B en E andere waarden toe te kennen , ver- 
krijgt men ook andere waarden voor C, D en F' en daardoor 
wedere andere uitkomsten. EGER. 
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lets over onmeetbare getallen. 


Ingekomen antwoord op het vraagstuk 331, in 
„De Vriend der Wiskunde” 1896, blz. 94, 


Stelt men voorop de 

Bepaling. Door de som van eenige onmeetbare getallen 
verstaat men de grens der som van de meetbare getallen, die 
achtereenvolgens in 1, 2, 3 enz. decimalen nauwkeurig de 
onmeetbare getallen voorstellen, 

dan moet vaststaan , dat de som dier veranderlijke getallen 
werkelijk een grens heeft. Zoolang dit niet bewezen is, heeft, 
dunkt ons, bovenstaande bepaling geen recht van bestaan. 
Dat dit aangetoond moest worden, heeft ook de vrager ge- 
voeld ; vandaar, dat hij op de bepaling een bewijs laat volgen. 
Moet dit bewijs niet voorafgaan ? Ja immers? 

Als „iets beters’ zouden we het volgende aan de hand 
kunnen doen. 

Stelling. De som van veranderlijke getallen, die ieder een 
onmeetbaar getal tot limiet hebben, is een veranderlijk getal, 
dat eveneens tot een limiet nadert. 


Gegeven : Te bewijzen : 
1,414... heeft tot limiet 12. 1,414... 1,732... nadert 
ALD Ar, Ln bes. ook tot een limiet. 
Bewijs. 


De vormen 1,414...en 1,732... beteekenen , dat men het 
aantal decimalen onophoudelijk laat toenemen. Hoe meer 
decimalen men neemt, hoe grooter de getallen zullen worden. 
De som wordt dus ook steeds grooter, maar daar het eerste 
getal steeds kleiner blijft dan 1,415 en het tweede kleiner dan 
1,733, zal ook de som der veranderlijke getallen steeds kleiner 
blijven dan 1,415 + 1,733. Die som nadert derhalve tot een 
limiet, 

Bepaling. Door de som van eenige onmeetbare getallen ver- 
staat men de limiet van de som der veranderlijke meetbare 
getallen, die deze onmeetbare getallen tot limieten hebben. 

Men heeft dus: v/2 4-y 3-==lim (1,414... + 1,782...) 
of lim. 1,414 ,,, lim. 1,732... =lim.(l,414 + 1,782...) 
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Toch is op deze redeneering nog wel iets aan te merken. 
Er bestaat alle reden voor, om te vragen, of inderdaad 
lim. 1,414... + lim, 1,732... —=lim.(1,414... +1,732...) is. 
En dit is in bovenstaand bewijs niet buiten allen twijfel ge- 
steld. Wil men ook dat aantoonen, dan komt men er toe, 
om denzelfden weg in te slaan als Dr. Kors deed in zijn 
Leerboek. 

We gelooven echter, dat de gewraakte gang wel te verde- 
digen, ja zelfs te verkiezen is boven dien van den vrager, 
maar we voegen er dadelijk bij, dat Dr. Kors wel een beetje 
duidelijker had kunnen zijn, hoewel ook hiertegen weer op- 
gemerkt kan worden, dat men in een beknopt leerboek niet 
alles kan toelichten, en dus veel aan den docent (of leerling ?) 
moet worden overgelaten. 

Maar ter zake. 

Gelijk bekend is, zijn de bepalingen voor de rekenkundige 
bewerkingen in ’t algemeen genetisch, d.w.z. ze geven te 
kennen, hoe de uitkomst ontstaat. Dit moet inderdaad zoo 
zijn, want een definitie, die niet aangaf, hoe men de som, 
het verschil enz. van (twee) getallen kan vinden, zou voor de 
practijk weinig waarde bezitten. 

Voor ons doel is het van belang, dat we eenigszins nader 
kennis maken met de som van twee getallen. Letten we daarom 
in de eerste plaats op de definitie van de som van twee geheele 
getallen, die men gewoonlijk geeft in dezen vorm: 

Door de som van twee getallen verstaat men het getal, 
dat verkregen wordt door bij het eene getal achtereenvolgens 
al de eenheden van het andere getal te voegen 

In de meeste leerboeken gaat hieraan niet het bewijs vooraf, 
dat b.v. 3J4=—=7 is. Strikt genomen, is dit ook niet noo- 
dig, wijl het onmiddellijk volgt uit het axioma der reken- 
kunde. Volledigheidshalve zullen we dit laatste even aantoonen, 

Stellen we de hoeveelheden 3 en 4 naast elkaar , dan ont- 
staat er natuurlijk een nieuwe hoeveelheid, gesplitst in twee 
groepen. Volgens het axioma zal de nieuwe hoeveelheid niet 
van waarde veranderen, als men een eenheid van de tweede 
groep voegt bij de eerste. Zoodoende komen er twee andere 
groepen, nl. 5 on 2, Op denzelfden grond kan men hiermee 


dt 


voortgaan tot ten slotte één enkele groep ontstaat, En deze 
heet de som der twee oorspronkelijke hoeveelheden. 

Zoodra men overgaat tot de behandeling van de optelling 
van breuken, moet voor de som van twee of meer breuken 
natuurlijk een nieuwe bepaling gegeven worden. Het komt er 
maar op aan, een middel te vinden voor het sommeeren van 
gelijknamige breuken. En juist daarom bewijst men, dat de 
som van eenige gelijknamige breuken een breuk is, die tot 
teller heeft enz. Volgens onze zienswijze valt er niets tegen 
in te brengen, als men deze stelling aan de definitie laat 
voorafgaan. 

Voor we nu overgaan tot het bespreken van de som van 
twee onmeetbare getallen, meenen we nog het volgende te 
moeten opmerken. 

Als men ergens aantreft een vorm als b.v. 3-4, dan 
wordt daarmee, althans in de theorie, nu eens de bewerking 
en dan weer de uitkomst bedoeld, wat veelal wel uit het ver- 
band is op te maken. Dit geldt voor alle soorten van getallen. 
Men kan daarom zeer goed spreken van de som van twee 
breuken , zonder dat men nog in een definitie heeft omschreven, 
hoe die „som'’ tot een enkel getal kan worden herleid. Hierbij 
dient echter wel in het oog gehouden te worden, dat men in 
dat geval onder het woord „som” niets anders te verstaan 
heeft, dan de „bijeenvoeging’’ van eenige getallen, dus niet 
de „uitkomst”. 

Gelijk het nu bij de breuken de vraag is, of er voor & + 2 
ga js enz. één enkel getal” bestaat, dat in waarde vol- 
komen geliĳk is aan genoemde vormen, zoo ook dient bij de 
onmeetbare getallen onderzocht te worden, of er b.v. voor 
V2J-v3 één „getal is aan te geven, dat daarmee „gelijk- 
waardig” is. Dit moet vooraf worden uitgemaakt. Eerder 
kan men geen dragelijke bepaling geven. Met te zeggen, dat 
men door de som van twee onmeetbare getallen het getal 
verstaat, dat even groot is als de twee gegeven getallen samen, 
schiet men niet op. Dezelfde definitie zou men ook voor de 
geheele getallen en voor de breuken kunnen gebruiken. Doch 
juist haar algemeenheid maakt haar zoo goed als waardeloos 
voor de practijk. Ze is niet genetisch genoeg. 
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Uit het voorgaande zal, dunkt ons, nu wel duidelijk ge- 
worden zijn, waarom Dr. Kors eerst het bewijs en pas daarna 
de bepaling geeft. Om misverstand te voorkomen, zouden 
wij liever aldus te werk gaan. 

Stelling. De „som van twee onmeetbare getallen is gelijk 
aan de limiet van de som der veranderlijke getallen, die deze 
onmeetbare getallen tot limieten hebben, 

Is b.v. v/2==lim. 1,414...en yv 3 —lim. 1,732... dan heb- 
ben we te bewijzen, dat 2 +13 — lim. (1,414... + 1,782 …) 
is. Dit bewijs mogen we hier zeker wel achterwege laten. 

We leggen er evenwel nadruk op, dat in de stelling met 
het woord „som” niets anders wordt aangeduid dan de samen- 
voeging, de bewerking. Zoo moet derhalve v 21/3 niet, 
doch (1,414... 1,732...) en evenzoo lim. (1,414... + 
1,732...) wel als een enkel getal worden opgevat. 

Bepaling. Door de som van twee onmeetbare getallen ver= 
staat men de limiet enz, 

Het woord som (zonder aanhalingsteekens) beteekent hier 
de witkomst. In 2 Jy 3 —=lim. (1,414... +1,782...) is 
dan ook niet het eerste, maar juist het tweede lid de som, 
waarvan in de bepaling gesproken wordt. Lim. (1,414... + 
1,732...) is de som der getallen 7 2 en v 8, terwijl 2 +13 
van diezelfde getallen de „som is en waarvan in de stelling 
iets bewezen wordt. 

Wellicht kan het zijn nut hebben, hier nog bij te voegen , 
dat Gravelaar in overeenstemming met sommige buitenlandsche 
schrijvers een onmeetbaar getal definiëert als een middel, om alle 
geheele en gebroken getallen in twee groepen te verdeelen, zóó dat 

19, elk getal uit de le groep kleiner is dan elk getal uit 
de 2e groep ; 

20, geen der getallen uit de 1e groep grooter is dan alle 
andere getallen uit dezelfde groep ; 

89, geen der getallen uit de 2e groep kleiner is dan alle 
andere getallen uit dezelfde groep. 

Deze definitie geeft als vanzelf aanleiding tot andere be= 
schouwingen, zoodat men ook een stelling als boven in zijn 
Leerboek bij de optelling van onmeetbare getallen tevergeefs 
zal zoeken B. v. W, Pz, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°“ April 1897 franco bij den 
Redacteur A. J. van Breen te Arnhem worden ingewacht. 


1341. 


1842. 


1343, 


1344. 


1345. 


Hoe laat is het op een uurwerk, als voor ’t eerst na 
5 uur de hoek tusschen uur- en minuutwijzer in reden 
van 1:2 verdeeld wordt door de lijn, die het middel- 
punt der wijzerplaat verbindt met het cijfer 4 ? 

(Rek. opl.) H. VERHAGEN. 
Een smid meet de middellijn van een wiel en vindt 
1,587... meter. Bepaal zoo nauwkeurig mogelijk den 
omtrek van dat wiel, en verklaar uwe bewerking. 
(Rek. opl.) H. VERHAGEN.) 
Een graanhandelaar koopt 4 last tarwe, 5 last rogge 
en 8 last gerst. De rogge kost per last f 135 minder 
dan de tarwe en f 15 meer dan de gerst. Na eenigen 
tijd verkoopt hij alles met 10°, winst. Had men nu 
de tarwe met guldens, de rogge met rijksd. en de gerst 
met halve guldens betaald, dan zou hij 5775 stukken 
hebben ontvangen. Voor hoeveel verkocht hij een last 
rogge? (Rek. opl.) H. VERHAGEN. 
(Hoofdacte Breda, ’96.) 

Een getal van 6 cijfers heeft op de plaats der eenheden 
een 6 en laat bij deeling door 37 tot rest 22, Wat zal 
de rest zijn, als de 6 aan de linkerzijde van ’t getal 
geplaatst wordt? (Rek. opl.) v.p. War & VERBORGH. 
(Verg. ond. Rotterdam , 30 Nov. '95.) 

A, Ben C spelen en bepalen, dat zij na elk spel ieder 
de helft van hunne winst zullen afstaan voor een wel- 
dadig doel. Bij het le spel winnen B en C ieder 50 °, ; 


bij het 2e spel winnen A en C ieder 335 o/, van het- 


geen zij na het 1e spel hadden, en bij het 3e spel 
winnen A en B ieder 20 °/, van hetgeen zij na het 2e 
spel bezaten. Als A nu nog f 50,05, B f 43,45 en 
C f 114,25 bezit, hoeveel had elk dan voor ’t begin 
van het le spel en hoeveel was er telkens afgestaan ? 

(Verg. onderz. Gouda, 21 Nov. ’96.) 

(Rek. opl.) v. D. WaL & VERBORGH, 


1346. 


1347, 


1848, 


1349. 


1350. 


1351. 


1352. 


1353. 


1354. 


1355. 
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Hoeveel nullen komen voor in de getallen van 1 tot 
99999? (Rek. opl.) H. VERHAGEN. 
Op de basis AB van een A ABC als middellijn is een 
halve cirkel beschreven, die door de opstaande zijden 
AC, BC in 3 bogen AD, DE, EB verdeeld wordt , 
welke zich verhouden als {, 2, 8. Bepaal het Opp. 
van A ABC, als de basis AB —= 2 is. 

(Eerr, N. Verzam. II, bl. 51, No. 25.) EGER. 
Wanneer men met de drie ongelijke segmenten, waarin 
de zijden eens driehoeks door den ingeschreven cirkel 
(straal —= r) verdeeld worden, een driehoek construeert, 
waarvan men de stralen der in- en omgeschreven cirkels 
door 7’ en R' aanduidt, dan is r* = 2rR. 

Als in A ABC de hoogtelijnen elkaar in H snijden, is 
AD.DH==BH.EH =CH.DH. Bewijs. 

In een A ABC worden de medianen getrokken en met 
deze medianen tot zijden wordt een A A,B,C, be- 
schreven. Bewijs nu, dat de medianen in A ABC, 


gelijk zijn aan der zijden van A ABC. 


Men vraagt den inhoud te berekenen van het kleinste 
cirkelsegment, dat van een cirkel met een gegeven 


straal — R wordt afgesneden door eene koorde, die 
een boog van 108° onderspant. 
(Ex, Hoofdeursus 1894.) A. G. ». B. 


Een A te constueeren , als gegeven is de tophoek, de 
tophoekbissectrix en de hoek, dien deze lijn met de 
grondlijn maakt. (VersLuvs, Meth., S 69, 1) tt. 
Als de beenen van een hoek twee cirkels snijden, zullen 
de verlengden der koorden van de bogen, welke tus- 
schen de beenen van den hoek liggen, een koorden- 
vierhoek vormen. Bewijs. 
Van een trapezium zijn bekend, behalve de bovenzijde, 
de loodlijnen uit de twee bovenste hoekpunten op de 
zijden neergelaten (of op hun verlengde). Bereken de 
basis. (Adelborst 1889.) 
Bl EE 
Herleid: (16-617) — (16 —617) 
(Cadet, 1896.) 


1356. 


1357. 


1358. 


1359. 


1360. 


353. 


354, 
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Los # op uit de vergelijking : 
iN 

(Cadet , 1896.) 

Bepaal door middel van logarithmen de waarde van 


0,234 
x uit de vergelijking: «x= v0, 0027000895. 


(Cadet, 1896.) 
Iemand brengt een kapitaal groot f 5000 naar een 
bankier, die geld opneemt tegen 3,5 pCt. 'sjaars. Hij 


vraagt telkens na verloop van een jaar E gedeelte terug 


van de som, die hij dan bij den bankier te goed heeft 
en bij het einde van het 25ste jaar het geheele te goed, 
dat alsdan f 2256,50 bedraagt. Hoe groot is pe? 
(Breda , 1896.) 
Voor welke waarden van & geven 

32—10 11lx 4-8 16z — 1 

TT en 

een geheel positief getal ? 
Een vaas, gemaakt uit een mengsel van goud en zilver, 
en wegende 12 HG., verliest in het water gewogen 1 
HG. van haar gewicht. Hoeveel goud en zilver is er, 
als het soortelijk gewicht van goud 19,258 en van 
zilver 10,474 is? 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Binnen een cirkel is een punt P gegeven. Men vraagt 
door dit punt twee onderling loodrechte koorden te 
trekken, die tot elkaar staan als twee gegeven lijnen a en 5. 
(Sarrs , Meetk. vraagst. 1011.) Er 

Van een A ABC verlengt men de hoogtelijnen AD, BE, 
CF door de voetpunten heen met stukken DA, == AD, 
EB, =BE, FC,=CF. Als nu de uiteinden A‚, B,, 


C,‚ dier verlengde loodlijnen gegeven zijn, vraagt men 
den oorspronkelijken A ABC te construeeren. 
Wie der lezers kan mij helpen aan de oplossing? C.W, 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


341. Als gegeven is, dat G—=a". 3. ?. al is, bewijs dan, 
dat de som van alle deelers van Gt gelijk is aan 
Rein or oerknal 
a—l1 MK Dirk LORE 0 oe ln IE 
als a, b, c en d „ondeelbare” getallen zijn. 
(R. van WaaeNinaen Pz, Vragen en Opg. Th. d. Rek I 
$ 10, 28). it 
Oplossing. 

Om de som van alle deelers van G te kunnen bepalen, is 
het van belang, na te gaan, op welke wijze men ze alle kan 
vinden, zonder er een enkelen over te slaan. 

Uit het gegevene volgt, dat G' geen andere deelers bevat 
dan die getallen, waarin slechts de factoren a, b,ecen d 
voorkomen, uitgezonderd het getal 1. 

Bovendien weten we, dat die factoren in de deelers respec= 
tievelijk met geen hoogere exponenten mogen voorkomen dan 
m,n,p eng. 

In de eerste plaats zijn deelbaar op G alle deelers van a, nl. 

1, a, a?, A Be (1) 
dus m +1 verschillende getallen. 

Men kan een nieuwe rij deelers vinden, door elk der boven- 
staande getallen met b te vermenigvuldigen. Doet men’ het- 
zelfde met b?, 53 enz., dan bepaalt men alle deelers, die òf 
alleen factoren b, òf alleen factoren a en 5 bevatten. Op deze 
wijze zijn in ’t geheel reeds (1m } 1) (n + 1) deelers gevonden. 

Vermenigvuldigt men al de voorgaande deelers met elk der 
getallen A me: RL 
zoo krijgt men p nieuwe groepen, die ieder bestaan uit 
(nm + 1) (n + 1) deelers, zoodat daarmee in ’t geheel 
(m H- 1) (n +1) (p + 1) deelers bepaald zijn. 

Door weder al de gevonden deelers te vermenigvuldigen met 

drasvan) wall af 
vindt men al de overige en in summa (m1) (n+1) (p1) (q+-1) 
deelers, waarvan de laatste a”'b” Pal — G is, 

De Vriend der Wiskunde. XIL Á 
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Door bovenstaande handelwijze kregen we de verschillende 
deelers in rijen onder elkaar, en wel zóó, dat alle rijen even- 
veel getallen bevatten. ‘We zullen zien, dat daardoor het be- 
palen van de som der deelers gemakkelijk gemaakt is. 

Zij de som der getallen in rij (Ll) == s, dan is 


bit da da ae eea 





axs= adat Ja? Fat... eee En sai 
m1 
(adel 1, dus e= nn 


Door met de machten van b te vermenigvuldigen , hebben 
we „ nieuwe rijen verkregen. ’t Is niet moeilijk in te zten, 
dat men de som der getallen in elk dier reeksen , achtereen- 
volgens aldus kan voorstellen : 


D(L Jada? dr. a nen b Xs 
be(Ada dar ard. at Eat xe 


bl (1 Haat Ja? tto 
De som van al deze deelers met die uit rij (1) bedraagt nu: 
sdb brede AD ts bee, 
Stel deze som — s, dan is 
Bl ab bre Ae DEE 
bXs,= bs J- big + b3s beb 
(b—1)s, = sel, —_8ZES8 ggrt1 — 1) 
el Benel ve À rtl 4 
b—1 a—1 bl 
Al de deelers, waarvan we thans de som bepaald hebben, 
werden achtereenvolgens met de machten vau c vermenigvuldigd. 
$ Is duidelijk, dat de som der laatst verkregen deelers gelijk 
is aan cs, + cs, + Ae 8 + cs, Deze som, gevoegd 
bij s, geeft: 
, 2 p—l Dj 
8, Cs, + es, +... + C s,+Cs,= 
AE Kolker be ON 


Nn EEN te 


dus s,=sX 
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Op dezelfde wijze beredeneert men, dat deze som weder 
met d, met d* enz. wordt vermenigvuldigd, waardoor men 
ten slotte voor de som van alle deelers van G vindt: 


ee EEE 
DEIN 1 d —1 
R. v. W. Pz, 
342. Voor welke waarden van x is de vorm 
1 1 
2 red 
x+3 13 ? + 25 
positief en voor welke waarden van x is hij negatief ? 
(J. VersLurs, Algebr. Vraagst. 3e stukje, blz. 64, no. 38.) 





J. Huisman. 
Ee 
Stelt men #° + 3 get2 3 0, dan zijn de wortels dezer 
vergelijking: x, VI) | El, 
13 1 3 
n= VI) Bek 


1 1 5) 
2 ne zz = ee 
Men heeft dus z + 37 +25 (215 (-+ 1 ): 


Voor z—=— 5 en == — 1 wordt dit product = 0, Voor 


alle waarden van #, grooter dan — Ep wordt # + E positief, 


dus zooveel te meer # + Ei, omdat 5 > E is. Daardoor 


wordt bijgevolg de geheele vorm Ne 
Op gelijke wijze blijkt, dat beide factoren negatief worden, 


als # kleiner is dan — 1-: 


ij dus ook in dat geval wordt hun 


product positief. 


Voor elke waarde van 4, tusschen — E en — 15 gelegen, 


wordt x + 5 negatief, v + 15 positief, en derhalve de ge= 


geven vorm negatief. 
v. D. War & Versoren; W. C. Rs J. Wrrereveen; 
B. A. Trmuer; H.&R.; J.B. Bakker; A. G. Dn. B; 
H. A. v. Beunincen; J.C. Murcer; R,. v. W‚ Pz, 
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343. Men vraagt de som te vinden van „ termen der reeks 
14,3 4-7, 910, 27 +13, 8116, 
(Bexrueim & Niennvis, Rek. Vraagst., 3e Verz. 2e 
stukje, no. 148.) J. Huisman, 

Oplossing. 
n termen der reeks 
144,37, 910, 27 J-13, 81 H16..… 
kan men rangschikken tot 
eene meetk. reeks 1, 3, 9, 27, 81... 
en eene rekenk. reeks 4, 7, 10, 13, 16.... beide van » termen. 
Van de le reeks is a—=1l en r—=3, dus 


a (r*— DENS et 








RE ri © 2 
Van de 2e reeks is a—4 en v—=3, dus 
sa rn Er Hon. 
De som van » termen der gegeven reeks is dus 
adh Ee 2 Dees 
3’ End n= eN 1 


W.C. R. 


344. Een driehoek te construeeren als gegeven zijn de top- 
hoek =a, de bissectrix van den tophoek —d en de me- 
diaan van de basis — 11. J. Huisman. 

Oplossing. 

We zullen laten zien, hoe uit de gegevens de zijden om 
den gegeven hoek kunnen worden geconstrueerd. Onderstellen 
we, dat A ABC aan de opgave voldoet, zoodat / BAC —=a, 
de bissectrix AD — d en de mediaan AM —= m is. Laat de 
loodlijnen DE en DF neer op AC en AB. Uit de congruentie 
der rechthoekige AA AED en AFD volgt: AE == AF. 

De 4 CAD en BAD zijn scherp; in A CAD is dus 

CD? = AC? HAD? — 2AC xXx AB =D? Jd? —2b X AF, 
en in A BAD is 

BD? = AB? J-AD? — 2AB x AF = c? + d? — 2 X AF. 

En daar CD? ; BD? — 5? :c?, hebben we dus: 

(0? Jd? — 25 XAF): (c? Hd? — 2e X AF) == b? : C? 


53 


ct (DT Jd? — 2 XAF) —=b? X(C? Jd? — 2e X AF) 
bac? JC2d? — 2e? X AF =De? Jb2d* — 2bCe X AF 
c?d? — bc? XAF —=b?d? — 22e X AF 
22e XAF — 2e? X AF —=b? d? —e°d? 
2be (b— c) X AF =d? (b° — C°) 
be X AF =d? (be), 
waaruit EEN LA 
ble 2AF° 
Richt nu in D de loodlijn AG op AD op; laat deze de 
zijde AB in G snijden. In ne ADG is dan AD? —= AF Xx AG, 
d: 


dus iP = = AG, zoodat 5 te 


makshalve 7 AG =p, dan hebben we dus 5 


= 5 AG is. Noemen we ge- 


be 
eri (1) 
Verder is, volgens bekende eigenschappen (zie b.v. Ver- 
sLuyYs , Handboek der Meetkunde IV, $$ 35 en 33) : 





























be 
_— : ns 
d me X j(L +c) EE een (2) 
en Amt =2(b2 Fe?) ar ee. Been (1 
4be = 4be 
op 
Am? + Abe =2(b Je)? —a? 
b2c? 
Dd mm) ee volgens (Ll) 
af 
b2c? 
5 —=(b + e)? — a? 
Substitutie van Be waarde voor (5 + c)? — a? in (2) geeft: 
bic3 
Baie x { 4m? + 4be — 5 
mgr (tet tee) 
el CAGDEN Been DAG ee 0 
Nu is rag =p, dus bern br ben ‚ zoodat 
b2e? 
an =D x (4m? + 4e — ee ): 


Stel hierin el dan krijgen we: 
abx (am? + 4? in 


dus deo? = Ap?m? + Apr? — 2! 
en gt — (Ap? —d?) a? = fp?m?. 
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Daar in den rechthoekigen A ADG de schuine zijde AG — 2p 
en de rechthoekszijde AD —=d is, is DG? —4p? —d?. Stel 
nu DG = 29, dan gaat de vergelijking in z over in 

vt — Agt? = 4p?m?, 
waaruit r. =2g? Er (4ptm? + Agt). 

Daar echter 7 (4p?m? + 4q*) > 29°, voldoet alleen het tee- 
ken +, alzoo #? = 2? + (4p*m? + 4q*). 

Uit dezen vorm kan # geconstrueerd worden, waarmee 
bXe bekend is; hierna kunnen we 5 +c construeeren , ein- 
delijk 4 —c (of c—B5) en ten slotte b en c. 


Constructie. Construeer den rechthoekigen A ADG, waarin 
ZL. ADG —= 90% AD =d en L DAG = za. Stel AG = 2p 


en DG = 2,, dan is volgens het voorgaande 
be = 2? +v/(4p?m? + 4q*), 
waarvoor kan worden geschreven : 


p*m? 
29° + Verl +q°). 
Construeer nu le. de lijn r=—= Le dan is 
be = 2? +1 Agt (r? + 09°); 
2e. de lijn s=1v (r? + 4%), dan is 
be = 2 Hv Ag?s? = 29° + 2qs=2g(q + 8); 


3e. de middelevenredige t tusschen 24 en g+-s, dan is be = t°. 
be 


b +-e 


2 
== 5 dan is be = u, 


Daar 





=p, is b hem; construeer dus de lijn 


(b— ce) =(e—l)? =(b + Ce)? — 45e. De constructie van 
de lijn v= rv (u? — 44°) levert dus 5 — c (of c—b) op. Ten 


1 1 
slotte geeft de constructie der lijnen 2 (u + v) en 5 « — 0) 


de zijden b en c (of c en 4). 

Bespreking. Zijn in een A ABC de zijden b en c gelijk, 
dan vallen de mediaan AM en de bissectrix AD samen, zoo- 
dat dan m =d; zijn 5 en c ongelijk, dan ontstaat de A ADM, 
waarin de Z ADM stomp is; alzoo is dan m >d. Is dus 
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m { d, dan is het vraagstuk onmogelijk; in elk der beide 
andere gevallen voldoet één A aan de opgave. 

Opmerking. Is m == d, dan is de A volgens het boven- 
staande gelijkbeenig (b = c). De opgave komt dan neer op 
het eonstrueeren van eeu gelijkbeenigen A, waarvan tophoek 
en hoogte gegeven zijn. Voor dit geval is de constructie zoo 


eenvoudig, dat ze zeker geen nadere aanwijzing behoeft, 
W. Meiser. 


Tweede oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde \, AI de geg. bissectrix, AD 
de gegeven mediaan en Z BAC de gegeven £. 

Verleng BA met AB, == BA en verbind B, met C, dan is 
B,C/I/AD en B,C=2AD. Trek AP 1 Al snijdende B,C in 
P, dan deelt AP / B,AC middendoor, dus 

B‚P:CP=B,A:CA == BA: CA = BI: CI, 

dus IP//AB. Deelt men dus den gegeven hoek BAC midden- 
door, neemt men op de deellijn AI gelijk aan de gegeven bis- 
seetrix en trekt men IP // AB, die de loodlijn in A op Al 
opgericht in P snijdt, dan is AP een bekende lijn. Het con- 
strueeren van A ABC is nu teruggebracht tot het construeeren 
van een A B,AC, waarvan bekend is: B‚C, de bissectrix 
van den overstaanden hoek AP en / B,AC, die het supple- 
ment is van den gegeven hoek. 

Denken we ons nu om A B,AC een cirkel beschreven, 
waarvan het middelpunt M is. Het verlengde van AP snijdt 
bg B,‚C van dien cirkel in F', zoodat bg B‚F =bgCF. Trek 
FM, die zoo noodig verlengd, B,C in haar midden E snijdt 
en trek MH |L AF. A FHM is nu @ A FPE, dus FH: FE 
=FM:FP of FH XFP=FEXEM of 2FHXFP =2FExXFM 
of AFXFP —=2FMXxXEFE. 2FMxXFE = FB,? (gebruikte 
eig.: Elke rechthoekszijde is middelevenr: enz.) dus FB‚? = 
AF XFP. AF XFP stelt het kwadraat voor van de raaklijn 
FN uit F getrokken aan den cirkel, die AP tot middellijn en 
L tot middelpunt heeft, dus FB‚? = FN? of EN = FB, 


Van A FNL zijn nu 2 zijden FN on NL; AP bekend, 
zoodat men, daar hij rechthoekig is, de derde zijde LF kan 
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vinden. Heeft men LF, dan vindt men door er EAP af te 


2 
trekken FP. 

Constructie. Neem een / BAC gelijk aan den gegeven Z 
en deel hem middendoor. Pas op de deellijn een stuk AI 
gelijk aan de gegeven bissectrix af. Richt in A eene loodlijn 
op Al op en trek door I eene lijn :/ BA snijdende de loodlijn 
in P, dan is AP bekend. 

Pas op een willekeurige lijn een stuk BC af gelijk aan 
het dubbel van de gegeven mediaan. Beschrijf op B,C een 
eirkelsegment, dat een hoek bevat gelijk aan het supplement 
van den gegeven /. Het middelpunt van den cirkel , waar- 
van het segment een deel uitmaakt, is M, Bepaal het mid- 
den van bg B,C. 

Construeer nu een rechth. A FNL, waarvan /_N =— 90°, 


NF =B,F en NL = ; AP. Verminder de hypotenusa LF met 


1 
5 AP, dan vindt men de lengte der lijn FP. Beschrijf uit F 


een cirkelboog met FP tot straal, die BC in P snijdt. Trek 
FP door tot zij den boog van het segment in A snijdt. Trek 
B,A en verleng haar met AB —B,A en verbind B met Cis 
dan is A ABC de gevraagde A. B. A. Tramer. 


8345. Kan men een trapezium construceren, als daarvan ge- 
geven zijn: het verschil der niet-evenwijdige zijden, een 
diagonaal en de hoeken, welke deze met de opstaande 
zijden vormt? Zoo ja, hoe ? R. v. W. Pz. 


Oplossing. 


De hoeken, die een diagonaal AC van een trapezium ABCD 
met de beenen AD, BC vormt, zijn ongelijk. Noemen we 
den grootsten van deze hoeken « , den kleinsten 2. Worden 
de beenen AD, BC verlengd, tot zij elkaar in P ontmoeten, 
dan ontstaat een A APC, waarvan de diagonaal AC de eene 
zijde en het ontmoetingspunt P van de verlengden der beenen 
het hoekpunt van den overstaanden /_ is; de eene aanliggende 
ZL PAC is @, de andere / PCA is de nevenhoek van /_ «. 
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Laat nu van het trapezium ABCD gegeven zijn: de diago- 
naal AC, de / ACB =a, ‚ CAD =@ («> B) en het ver- 
schil v der niet-evenwijdige zijden (beenen). Noemen we dat 
been, hetwelk met de diagonaal den kleinsten hoek vormt (in 
onze figuur dus AD) == a, het andere 5. 

We verlengen de beenen tot aan hun ontmoetingspunt P. 
Van den A APC zijn een zijde AC en de aanliggende hoeken 
bekend. Deze A kan dus geconstrueerd worden. Daarna is 
het de vraag, op de zijde AP het punt D en op het ver- 
lengde van de zijde PC het punt B te bepalen, zóó, dat de 
lijnen AB en CD evenwijdig loopen, en AD — BO òf BC — AD 
gelijk zij aan v, dus: òf a—b—=v, òf 5 —a=v. Hiervoor 
is het voldoende, de lengte van AD of BQ te kennen. 

Die zijde van A APC, die tegenover / @ staat (in onze 
figuur PC) stellen we —gq, die, welke tegenover den neven- 
hoek van Z a staat, AP =p. We zullen nu bin p,gq env 
uitdrukken. 

Uit de evenwijdigheid van AB en CD volgt: 

AD: AP =BC: BP 
Tr A Ee Zeep 
of ree tb Ees (1) 
Ï) a — b moet = vzijn, dus a —= Hin v. In verband met (1) 


moeten we dus hebben bd-v=z 


ne 
(bH-9) (b + v) —= bp 
6? Hbo Hbq + qv = bp 
bg) ge=0 


1 1 
bzw Ve 0-0 — 40 


We hebben nu nog te onderzoeken de mogelijkheid van de 
constructie der lijn 5 uit de gevonden vormen. 

Vooreerst blijkt gemakkelijk, dat de constructie onmogelijk 
is, als p —q—v negatief of —0 is. Het is dus noodig, 
dat p —q —v positief zij; doch deze voorwaarde is niet vol- 
doende. Immers, opdat de wortelvorm reëel zij, is noodig, 


dat (p —g — v)2 ) Agvofp —q —v ) Aq zij. 
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Is nu p—g—v>d 2 gv, dan zijn er 2 waarden voor b, nl. 
ere en 
„Vie —g—v)? — ago |; is Danone 40 dan is er 1 
waarde voor 5, nl. ó= 5 (p—g—v == go. In ’t eerste 


geval voldoen 2 trapeziums aan de vraag, in het 2e geval óón. 


II) 5 — a moet — v zijn, dus a —=b —v. In verband met (1) 
bp 
moeten we dan dus hebben b—v—=—— 
bg 
UH 0) U — 0) = Ip 
bt — bv + bg —qv == bp 
be —(p—gto)b-gqg=0 


bzw Vl ett + vol. 


‘tIs duidelijk, dat het teeken — hier niet in aanmerking 
kan komen. Is nu p —q +4v positief, dan voldoet de waarde 


b= 5 ao) ZV |oo) +40. Jep gt 


== 0, dan is b== zige == vg. Is p—g J-v negatief, dan 


kunnen we voor den voor b gevonden vorm schrijven: 


1 1 E 
5 (pq —0) +5 V pg)? — 4qv |, waarin —p + 
q—v positief is, en uit welken vorm de lijn 5 te construeeren 


is. In het geval II) voldoet dus altijd één trapezium. 
W. Meier. 


846. Beschrijft men door de uiteinden van eene zijde eens 
driehoeks en ’t middelpunt van een der aangeschreven 
cirkels (lees: raakcirkels) een cirkelomtrek, dan moet 
die omtrek door het middelpunt van een der andere aan- 
geschreven cirkels gaan. Bewijs dat. 

(WisserinkK, III, S 21, 29. C. K. 
Oplossing. 
Gegeven: A ABC en de middelpunten der aangeschreven 

cirkels MM, M, en M. 





Te bewijzen: De cirkel, beschreven door M_,‚ B en A, 
gaat ook door M. 

Bewijs: De lijnen MA en M‚B staan resp. loodrecht op 
M‚M, en M_M,. De cirkel op M_M,‚ gaat dus door de 
punten A en B, zoodat om vierhoek M, M,‚ AB een cirkel kan 


beschreven worden. 

De cirkel, beschreven door 3 van de 4 hoekpunten , moet 
derhalve ook door het vierde hoekpunt gaan, of wat hier is, 
de cirkel, die door M_, B en A gaat, gaat ook door M‚. 


Opmerking. De cirkelomtrek, welken men beschrijft door 


M B en C, gaat niet door M‚ noch door M‚‚ maar wel 


door M’, het middelpunt van den ingeschreven cirkel. De 
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opgave ware daarom vollediger, als er stond: „dan moet die 
omtrek door het middelpunt van een der andere raakcirkels 
gaan.” R. v. W. Pz. 


Opm. 2. De stelling, die volgens ’t bovenstaande onjuist 
is, kan men vervangen door de volgende twee: 

a.) Beschrijft men door. de uiteinden van eene zijde eens 
driehoeks en 't middelpunt van een der niet aan die zijde 
rakende aangeschreven cirkels een’ cirkelomtrek, dan moet die 
omtrek door ’t middelpunt van den anderen niet aan die zijde 
rakenden aangeschreven cirkel gaan. 


b) Beschrijft men door de uiteinden van eene zijde eens 
__driehoeks en ’t middelpunt van den aan die zijde rakenden 
aangeschreven cirkel een’ eirkelomtrek, dan moet die omtrek 
door ’t middelpunt van den ingeschreven cirkel gaan. 

W.C. R. 


Opm. 3. We hebben nu eene merkwaardige stelling gevonden: 
vierhoek ABM, M, is een koordenvierhoek, dus door toepassing 


van het Theorema v. ProLomrus is 

AM, XM, B — ÂB X M‚M, + AM, De BM, of in woorden: 
In elken A M‚M,M) is ‘t product van 2 hoogtelijnen 

(MA M‚B) gelijk aan ’t product der segmenten (AM, BM) 

van de zijden, (MEM , M, M), waarop ze zijn neergelaten, 

grenzende aan de derde zijde (MM) vermeerderd met het 

product van de derde zijde (M‚ M‚) en de lijn (AB), die de 


voetpunten der hoogtelijnen vereenigt. 
H. A. v. BEUNINGEN Jz. 


814. Men beschrijft bij een driehoek de in- en aangeschreven 
cirkels. Bewijs, dat de drie cirkels, beschreven door 
t middelpunt des ingeschreven en de middelpunten van 
twee aangeschreven cirkels even groot zijn. 
(idem, III, S 21, 34, GAK, 
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Oplossing. 





Te bewijzen. De eirkel door M, M' en M, is even groot 
als de cirkel door M‚M'M en MMM. 
c Rent 

Bewijs. In AM M‚M, zijn AM, BM), CM, hoogtelij- 

nen. (Vooreerst liggen C,M en M‚ in een rechte lijn en 

ten tweede staan CM, en CM, loodrecht op elkaar, omdat de 


eene lijn den hoek ACB, de andere het supp. van dezen hoek 
middendoor deelt). De cirkel MM M‚ gaat dus door het 


hoogtepunt en de eindpunten van twee zijden. Deze cirkel 
is daarom gelijk aan den omgeschreven cirkel van A M‚ M‚M 


(Zie „De Vriend” X 1895, no. 1163). 


C 
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Hetzelfde geldt voor de cirkels MM _M' en M‚M M'. De 
drie cirkels zijn dus gelijk. B.A. Timmer; J.C. Morren. 


Tweede oplossing. 


Zijn de drie cirkels even groot, dan moeten de drie stralen 
abe 
41 
(Krarrer, I, S$ 266, uitg. van senen is de straal van den 
cirkel, die Hier M‚ ' u, en M,‚ gaat, 
8 MM, Xx M,M, x MM, gd M‚M, Xx u, 
Te mnd AM OA e ee è (1) 


dezer cirkels even groot zijn. Volgens de formule R = 





1 
De straal van den cirkel, die door M „ M, en M, gaat, 
MM, XM, M, XM M, zj MM, x MM, 8 
PE SE PR SM Bie (2) 





kX5 MM, XMB 
De straal van den cirkel, die door M), M, en M,‚, gaat, 
M‚M, Xx MM, 
== Tran ser det (3) 
IN M‚M, Cen A M, M,‚B zijn rechthoekig in C en B, ter- 
wijl ZM M, C er M,B gelijk zijn als overstaande hoeken. 
Deze AA zijn dus », dus MM, :M‚C=M M, :M‚B of 


M‚M, MM, 
MEO NB: Beide termen dezer gelijkheid vermenig- 
M M, 





vuldigd met en we vinden de vormen (1) en (2). 


De stralen (1) en (2) zijn dus gelijk, bijgevolg ook de 
cirkels met die stralen beschreven. 

Uit de gelijkvormigheid van de AA M_M‚B en M‚M,B 

MM, M‚M, M M, 


volgt MB - MA Door vermenigvuldiging ‘met 


vinden we de vormen (2) en (8), die dus gelijk zijn, 
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De stralen bij (1), (2) en (3) zijn dus gelijk , zoodat de be- 
doelde cirkels ook gelijk zijn. v. D. War & VeERBORGH. 


Derde Oplossing. 

Daar AM, en BM z resp. Z A en Z B middendoor deelen, 
en M‚M,_ en MM, resp. de buitenhoeken van Z A en / B 
halveeren , staat MA …M ‚MN, en M, eK MM. 

AM AM, en AM, BM, hebben dus een hoek gelijk, en 
ze hebben / AM B gemeen, dus is / MMM, Ee MMM. 

Laten we nu A MMM, wentelen om de lijn MM, tot hij 
op A MMM, valt, dan zal dus M, vallen in den cirkel, 
dien we om M MM, kunnen beschrijven. De omgeschreven 
cirkel van A MMM, heeft dan 3 punten gemeen met dien 
van A MMM, zoodat ze geheel samenvallen en dus gelijk zijn, 


Op dezelfde wijze toont men aan, dat de omgeschr. cirkel 
van A MMM, even groot is. W.C. R. 


348, In een gegeven cirkel een vierhoek te beschrijven, waar- 
van elke zijde door een gegeven punt gaat. 
(PETERSEN , 200.) J. C. Murren. 
Oplossing. 

In PerersEeN — een ter bestudeering aanbevelingswaardig 
boek — staat bij no. 200: 

„We onderstellen, dat de zijden AB, BC, CD en DA door 
de punten a, 5, ec en d gaan. Deze punten beschouwen we 
als polen (centra van inversie), terwijl voor ieder punt de 
macht ten opzichte van den cirkel ook als macht der inversie 
beschouwd wordt. Door. 4 achtereenvolgende inversies om 
a,b, cen d zal A weer in A vallen. Zij P het punt, dat 
na 3 inversies om a, b en c in d valt; men vindt dit punt 
door 3 inversies van d om c,‚ b en a. Elke cirkel of elke 
rechte door P wordt na inversie om a,b en c een cirkel, 
die door d gaat, en bijgevolg, na inversie om d, eene rechte, 
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De rechte PA zal, na vier inversies, overgaan in eene rechte 
PA, als P, het punt is, dat men verkrijgt, door a achter- 
eenvolgens eene inversie te laten ondergaan om b, ce en d. 
Maar dewijl de hoek, dien PA met den cirkel maakt, na de 
4 inversies onveranderd is gebleven, en daar de cirkel de- 
zelfde blijft, zullen PA en P,A samenvallen. De oplossing 
is dus deze: Men bepaalt P, door inversie van a om b, c 
en d; vervolgens P door inversie van d om c,‚b en a, dan 
zal de lijn P,P den cirkel in A snijden. De oplossing kan 
gemakkelijk uitgebreid worden voor iederen veelhoek met een 
even aantal zijden.” 

Analyse. Zij PQRS de gevraagde vierhoek, welks zijden 
resp. door A, B, C en D gaan. 

Trek AB, de koorde PE // AB, en de koorde RE, welker 
verlengde dat van AB snijdt in EF. 

Dan is A FBR AQBA, want / FBR —= / QBA en 


L BER = 4 PER =— bg PSR = / AQB, 


ús FB:QB = BR: AB en FB = Se 


Hiervan zijn teller en noemer bekend, zoodat we FB kun- 
nen vinden, en dus ook het punt F. 

De vraag is nu, een vierhoek PERS te construeeren, zoo- 
dat PE // AB 16SnEr en EG, GS en SP resp. door F, C en 
D gaan. 

Door nog twee keer eene soortgelijke bewerking uit te voe- 
ren, wordt het vraagstuk herleid tot: 

Een vierhoek PEGI te construeeren, zoodat PE, EG en GI 
resp. // zijn aan AB, FC en HD, terwijl IP door K moet gaan. 

Trekt men nu in den cirkel 3 koorden ab, be en cd resp. 
|| aan AB, FC en HD, dan zal eene vierde koorde ad // moe= 
ten loopen met IP. Trekt men dus uit K eene lijn KP// ad, 
uit P door A en D de koorden PQ en PS, en door B en Q 
de koorden QR en SR, dan is PQRS de gevraagde vierhoek. 

Constructie en Bewijs zijn gemakkelijk uit de analyse af 
te leiden. 

Opm. Door in plaats van P het snijpunt I te nemen, vindt 
men den vierh. ILMN, welke ook aan ’t gevraagde voldoet. 

W.C. BR, 
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349. In een gegeven cirkel een driehoek te beschrijven , zoo- 
dat elke zijde door een gegeven punt gaat. J.C. Murren. 
(Perersen, 201.) (Poor, Compl. der Meetk, S 100, no. 2.) 

Oplossing. 

In Perensen staat bij no. 201 : 

„Men handelt als in het vorige geval, doch gebruikt 3 in- 
versies in plaats van 4. De lijnen PA en P‚A vallen niet 
meer samen , omdat de hoeken, die zij met den cirkel maken, 
in teeken verschillen. Een der punten, waarin Pa den cirkel 
snijdt, laat men de inversie ondergaan om a, bene; ziĳ Q 
het aldus gevonden punt. Na de inversie zijn dus de lijnen 
aP en PA veranderd in QP, en P,A, die met elkander den- 
zelfden hoek maken als de beide eerste lijnen. Deze hoeken 
hebben hetzelfde teeken (uit de inversie blijkt dit; de lijnen 
correspondeeren 2 aan 2, maar hare snijpunten niet) en de 4 
lijnen vormen een vierhoek, wiens zijden koorden zijn, zoodat 
A bepaald wordt door een cirkel, die door P, P, en het snij- 
punt van aP en P,Q gaat. Deze oplossing kan gemakkelijk 
uitgebreid worden voor iederen veelhoek met een oneven aan- 
tal zijden ” 

Analyse. Zij PQR de gevraagde A , zoodat PQ door A, 
QR door B en RP door C gaat. 

Trek AB en // daaraan de koorde PD; trek verder RD en 
verleng ze, tot ze ’t verlengde van AB snijdt in E. 

Dan is A BER» A BQA, want / EBR —= ZL QBA en 


L BER —/ PDR} bg PR=—/ AQR. 


Dus EB:QB == BR: AB en EB —= EE 


Van deze breuk zijn teller en noemer bekend, dus kunnen 
we BE uit de gegevens construeeren en dus punt E vinden, 

De vraag is nu, een A PRD te construeeren , zoodat PR 
door C en RD door E gaat, terwijl PD // AB loopt. 

Trek CE en // daaraan de koorde PF; trek verder FD, 
welke CE in G snijdt, 

Dan is AEDG«» A ECR, want ze hebben een hoek ge- 
meen en 


ZLEGD == / FGC —=’t suppl. van / PFD —= 5 bg PFD == / ERC. 
De Vriend der Wiskunde. XI. 5 
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ED. ER 
EC 
zijn teller en noemer bekend, dus kunnen we EG construeeren 

en dus G vinden. 

Daar FP // EC en PD // AE loopt, is / FPD = / AEC. 
Daar Á en C gegeven zijn en E volgens ’t bovenstaande ge- 
construeerd kan worden, is de tweede, en dus ook de eerste 
hoek bekend. 

Uit de grootte van / FPD kan men de lengte der koorde 
FD vinden; door G kan men eene koorde van die lengte trek- 
ken , zoodat we komen tot de volgende 

Constructie. Trek door B eene willekeurige koorde en con- 
strueer de vierde evenredige tot de stukken, waarin B die 
koorde verdeelt, en AB; verleng AB met een stuk BE == aan 
die vierde evenredige. 

Trek de lijn EC en uit E eene willekeurige snijlijn en con- 
strueer de vierde evenredige tot de stukken, waarin die snij- 
lijn door den cirkelomtrek wordt verdeeld, en de lijn EC; 
pas op EC een stuk EG af, gelijk aan die vierde evenredige. 

Construeer een omtrekshoek = / AEC en trek de koorde, 
welke bij dien omtrekshoek behoort. Trek door G eene koorde 
FD, gelijk aan de eerste koorde. (Gelijke koorden in een 
cirkel raken aan een cirkel, welke concentrisch is met den 
eersten.) 

Trek ED en verleng ze, tot ze den cirkelomtrek snijdt in 
R; trek door B en C de koorden RQ en RP, en verbind P 
met Q,‚ dan is A PQR de gevraagde A. 

't Bewijs is uit het bovenstaande af te leiden. 

Opm. 1. Door in plaats van FD de O0 F'D' te con- 
strueeren, vindt men A P,Q,‚R,. 

Opm. 2. De HNE blijft dezelfde, wanneer van de 
punten A, B en C een of meer buiten den cirkel liggen. 
W.0.R 


Dus EG: ED zZz ER: EC en EG = . Vandeze breuk 


350. Gegeven van A ABC de drie zijden AB=c, BC =a, 
AC==5. Verder een punt P binnen den driehoek, ter- 
wijl AP=p en BP =g. Gevraagd CP. 

J. C. MuLLER, 
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Oplossing. 


We trekken CD | AB, PE _L AB en PF {CD en zullen 
nu achtereenvolgens berekenen: CD, PE, AD, AE, PF, CF 
en eindelijk CP. 


D= 9 (ea) (ee) = 


Ee c vj (a?b? Hate? HJ b2e?) — (at + bt + c*)- 
Op dezelfde wijze vindt men: 
PE=DF = 8 c v | 2 (etprtetg? +p?g?) — (ch4prHgt)f. 
Verder is AD —=1/(AC? — CD?) —= 
EE : ev (at +b*te*—2a2bt-— zater} 2bterj= 5 c(b*e? —a*). 


(De negatieve wortel vervalt.) 
AE == (AP? — PE?) = 


oe 5 vlet tp* hg 20? p? 22? —2p?g?) = zerppt—t) 
(Ook hier vervalt de negatieve wortel.) 
PF =DE == AE — AD = 


=; Cc (ErHpt0) 3 c (624? —a?) =; c (a? —b2 dp? —g*). 
CF = CD — DF —= 
=3 c Vrede atert b°e?) — (af + bi c)| 
1 
ze V|2ererh egt pta) — ett pt-anf. 
Dus CP = y (CF* + PF?) = 
Ì 2 2? 2n2 22 23 
=je V [rater tape g+ bie? — bp? Hb°q? — 
— ct ep? + eq?) — 
— [2 (a'brharertorer) — (attbtHer| x 
X retpt-petgrhp?g?) EE erFpthaf |. 
R. v. W. Pz, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1321—1340. 


1321. De som der cijfers van zeker getal is 28, terwijl het 
getal, voorgesteld door de laatste drie cijfers aan de 
rechterhand, 694 is. Wat laat dit getal tot rest bij 
deeling door 24, en wat bij deeling door 36 ? 
(Hoofdacte Den Haag '96.) H. VERHAGEN. 

Oplossing. 
Het getal is gelijk aan een zeker aantal duizendtallen + 694. 
Daar de som der cijfers van het getal 28 is, is de som 
der cijfers van het getal, dat het aantal duizendtallen aan- 
wijst — 28 —(6J-9 +4)=9. Het getal kan men voor- 
stellen door 1000p + 694, waarin p dus een negenvoud moet 
zijn. Daar 1000 een 8-voud is, is 1000p zoowel deelbaar 

door 3 x8 of 24 als door 4X9 of 36. 

Bij deeling door 24 en door 36 zal het getal dus dezelfde 
rest laten als wanneer 694 door 24 en door 36 gedeeld wordt. 
Daar 694 ==28 X 24 + 22 en —= 19 X36 J-10 is, zijn de 
gevraagde resten 22 en 10. VAN DER War & VERBORGH. 


1322. Drie getallen hebben resp a,b en c cijfers. Hun ge- 
durig produkt deelt men door een getal van d cijfers, 
het quotient verheft men tot de m-de macht, en uit 
deze macht trekt men den „-den wortel. Wat is het 
kleinste en wat het grootste aantal cijfers, waaruit de 
uitkomst kan bestaan ? H. VERHAGEN. 

Oplossing. 
Noemen wij die getallen A, B en C en zij de deeler, die 

d cijfers bevat, —= D, dan heeft men achtereenvolgens : 


10e Arcaqd 
Lb Beene 


Lore DS 
verm. 


z0etÖro8 7 A xBx0g10ttdte 


1of > D DO ae 
deelen ee 
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er ABC: D NT Oelen, 
ROn? IP C(AXBXO : DJ” toten 
ET) ((AXBXCD)" (10 Nr dr edt 


Trekt men nu den „-de machtswortel, dan kan dit gebeu- 
ren, door den machtsexponent te deelen door den wortel- 
exponent. Gaan die deelingen op, dan ligt de laatste uit- 
komst tusschen 

1omlatbte—d—3): haan LorAtbe—dt1) :n 
en daar deze getallen respectievelijk m (at-b4-c—d—3) : n}1 
en m(ad-bde—dd-l):nJl eiĳfers bevatten, zoo zijn deze 
getallen de grenzen, waartusschen het aantal cijfers van de 
uitkomst ligt, of w. h. is, het gevraagde aantal cijfers is nooit 
kleiner dan m (ad-bt-c—d—3,:nhl en nimmer grooter dan 
m (ad-bd-e—dH-1) : 1. 

Gaan beide of een der beide bovengenoemde deelingen niet 
op, dan moet men het quotient te groot en tot op een eenheid 
nauwkeurig nemen. Overigens blijven de gevraagde grenzen 
onveranderd. 


Opmerking. De vraag: „hoeveel cijfers kan de uitkomst 
bevatten”, is strikt genomen, niet geheel juist. Vraagt men 
b.v. hoeveel cijfers de „-de macht van een getal van één cijfer 
kan bevatten, dan luidt het antwoord: 1,2, 3...n—l of n 
cijfers. Neemt men nu „== 22 en het getal van één cijfer zoo 
groot mogelijk, dus 9, dan bevat 92? slechts 21 cijfers. Voor 
dit geval kan het gevraagde aantal derhalve niet = »n zijn. 
t Is daarom beter te vragen, tusschen welke grenzen het 


aantal cijfers van zekere uitkomst gelegen is. 
TO vee MOREE 


Opmerking over de „opmerking” van R.v. W. Pe. De 
opmerking van den geachten inzender zou zeer ad rem zijn, 
als de opgaaf liep over „geheele getallen’, Waar men spreekt 
van getallen van 2 cijfers bijv. , daar bedoelt men, als 't tegen- 
deel niet blijkt, alle getallen, die minstens 10 en minder dan 


100 zijn, dus bijv. ook ’t getal 99,999999. 
H. VERHAGEN, 
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1323. Drie kapitalen staan uit tegen gen 4 en 5°/, 's jaars. 
Te zamen brengen ze gemiddeld 4,22 “lo op, en de 


beide laatste kapitalen samen gemiddeld 45 05 B JAAT 


Hoe verhouden zich de kapitalen? v.p. War & V. 
(Verg. ond. Rotterdam 30 Nov. ’95.) 


Oplossing. 
Beschouwen we de beide laatste kapitalen eerst als een 


kap. , dat tegen 1 °/, uitstaat. We hebben dan: het eerste 


kap. staat uit à E % , het tweede à 4 °/, en het gemiddelde 


“lo is 4,22. Op het eerste kap. wordt 0,72 °/, meer gewonnen. 

Op het tweede 0,405°/, minder. Op het eerste kap. wordt 

zooveel meer gewonnen als op het tweede minder, dus 
0,729, eerste kap. — 0,405 °/, tweede kap. 

dus le kap. : 2e kap. —= 0,405 : 0,72 — 9 : 16. 


Het eerste kap. is dus ee deel van de som der 3 kap. 
Gem, °/, van de 2 laatste kap. (à 4°/, en 5°/,) is 4 Oan 
Op het midd. kap. wordt Do lo meer gewonnen, op het laatste 


5 o minder. Men heeft dus Zo, midd. kap =5 0/, laatste. 
Midd. kap. : laatste kap. = 3 : 5. 


Daar ze samen je van de som der 3 kap. zijn, is het midd. 


En en het laatste En der som en verhouden zich de drie kap. 
als 9 : 6 : 10. J. C. Murver. 


Opm. Een der inzenders bedient zich van minder correcte 
uitdrukkingen. Zijne oplossing begint aldus: „Het tweede 
kapitaal wordt na een jaar 104.” Waarom daar nu niet ge- 
zegd: „het 2e kap. verkrijgt na een jaar 1,04 maal zijne oor- 
spronkelijke waarde” ? H. VERHAGEN. 
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1324, Onderzoek, onder welke voorwaarde 
202P? stel 100P TS 
een volkomen derde macht zal zijn. H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
202 50 FL 100P° = 
EE gip—t pp? Ee otpt1 Beb % gp—10 póp—10 
RE gi4p—13 X zlóp—10 
Zal deze vorm een volkomen derdemacht zijn, dan moeten 
14p—13 en 16p—10 drievouden zijn, dus 
14p—13 — 3-voud en 16p—10 — drievoud 
láp =3 voud +13 16p = 3-voud + 10 
l4p =3-voud 428 16p == 3-voud + 16 
p =3 voud +2 p= 3-voud +1. 
Daar p nu nooit tegelijk een 3-voud } 2 en een 3-voud + 1 
kan zijn, kan genoemde vorm onder geen voorwaarde een 
volkomen derdemacht zijn. B. A. Trimmer. 





8d v2 1 ’ 
1325. Bepaal TD tot op 9 nauwkeurig. H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Voor den gegeven vorm schrijven wij: 

3Jv2 (8 41/2)? 11-62 
Bep (BD) B) 7 7 Ta 
9 99 © 54 
(11 +62) — dr v2 

DT ee 17 1 

Fi 9 Tt 9 
Zoo we van dezen vorm den teller op 1 eenheid nauwkeurig 





bepalen, is de vorm op 8 benaderd. 

Daartoe is ’t voldoende, 99 +541” 2 op 7 eenheden te be- 
naderen. 

Nu is 5425832 = 7 Vue: 
deze waarde ligt tusschen 7 x10 en 7 X 11. 


De teller ligt tusschen Ee en See 
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dat is tusschen En en et dus ook tusschen 24 en 26 , 


nd : 
derhalve is g op 1 negende nauwkeurig. Et Vkrann 


1326. Hoeveel kan men hoogstens leenen op 3 stukken Oostenr. 
obligatiën à fl. 1000, als de koers is 84, °/, en 20 0/, 


surplus wordt geëischt ? Hoeveel geld moet later wor- 
den bijgepast, als de koers daalt tot GORE 
(Hoofdacte Den Haag '96.) 1 florijn — f 1,20. 
H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
3 stukken van 1000 fl. —= 3006 #. 
3000 fl. = 3000 x 1,2 — 3600 gld. 


Omdat de koers — 845, kan men voor die stukken geven 
84,75 
3600 x f rep — f 3051 


20 °/, surplus beteekent: voor 120 gld, in onderpand ont- 


vangt men maar f 100 in geld. 
100 ö__ 15255 
Dus 3051 x 120 — 3051 x 6 Tg =f2542,5. 
Daalt de koers tot 80 pCt. dan heeft men 
80 _ 100 
3600 X Too “720 1200 x 2 = f 2400. 
Er moet dus bijgepast worden f 2542,5 — f 2400 — f 142,5. 


Tee 


1327. Door een der snijpunten van twee elkaar snijdende eir- 
kels worden twee willekeurige snijlijnen getrokken. Bewijs, 
dat de verlengden der koorden door de uiteinden dezer 
snijlijnen in elken cirkel getrokken elkaar onder een 
constanten hoek snijden. 

Oplossing. 
Als M en N 2 elkaar snijdende cirkels zijn, P een hunner 
snijpunten is, APB en DPE 2 willekeurige snijlijnen zijn. 
Trek de koorden AD en BE tot zij elkaar in C snijden, 
dan moet £ C constant zijn. 


73 


Bewijs. Trek in P de raaklijnen FPG aan cirkel M en 
HPI aan cirkel N, dan is 


READ SS EPD ê bg DP in cirkel M 


LPBE=/IPE =SbgEP , IEN 


L PBE —/ PAD =/ IPE — / FPD == / FPH. 

In A ABCis / Ad/ B/C == 180" en / B —= 180°—/ PBE 
dus /C+/ A=/ PBE, waaruit / C—=/ PBE —/ PAD 
== FPH (constant). 

De / C gevormd door de koorden AD en BE is dus gelijk 
aan den / FPH, gevormd door de raaklijnen door het punt 
P aan de cirkels M en N getrokken en dus constant. 

Als de sniĳlijn APB niet van plaats verandert, terwijl de 
snĳjlijn DPE om het punt P draait, verandert het punt C van 
plaats, doch / C blijft altijd constant. 

De meetkundige plaats van het punt C is dus een cirkel- 
boog, die door de punten A en B gaat. Als de tweede snij- 
lijn DPE draaiend om P samenvalt met de eerste APB, wor- 
den de koorden AD en BE in dezen stand raaklijnen aan de 
cirkels M en N in de punten A en B. / C blijft dan nog 
constant. (Zie no. 1319, bl. 20.) 


1328. In een cirkel M is een straal MA getrokken en ver- 
lengd met AB — R. Uit B is op eene willekeurige 
raaklijn CD aan den cirkel M de loodlijn BD getrokken 
en A met D vereenigd. Bewijs, dat 

MAD 3 xr ADB: 


en Oplossing. 





Vereenig het raakpunt 
C met M en A. Trek in 
het trapezium MBDC AE 
se // BD, dan is E het mid- 

Ì den van CD. In A AEC 
en A AED is / AEC = 
ZAED 90°, CB SDE 
en AE = AE, dus A AEC 
2 A AED en / CAE == 
Z DAE. Maar AE // MC, 
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dus / CAE = / ACM =/ MAC (A MAC is gelijkbeenig) , 
ook is AR // BD, dus / DAE —=/ ADB, zoodat 
ZL MAD =/ MAC + / CAE +/ EAD =—=3 X/ ADB. 


Anders. 


Trek in A de raaklijn AF, 
die CD in F ontmoet, ver- 
eenig F met Men B. Om- 
dat /BDF' = / BAF = 900 
is vierhoek BA DF een koor- 
denvierhoek , dus 
ZMAD (buit. v. A ABD) 
=ZABD J-/ ADB 


=j bg DA + 3 bg AB 





= 5 bg DAB = £ BED 


en ZADB=/ AFB. 
Maar A BAF@2 A MAF @ A MCF 
dus LBFA=/ MFA = 4 MFC 
zoodat £ MAD =/ BFD—=/ BFA JZ MFA 4-4 MFC 
—=3 XL BEA =3X/-ADB. 


1329. Als in A ABC de hoogtelijn AD getrokken en het 
hoogtepunt H met het middelpunt I van den inge= 
schreven cirkel vereenigd wordt, heeft men, als r de 
straal van den ingeschreven cirkel is, 

HI? = 2r2 — AH.DH. VAS WE 
Oplossing. 

Zij in A ABC H het hoogtepunt, O het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel, I dat van den ing. cirkel en F dat 
van den 9-puntscirkel. 

In A OHI is IF de mediaan (F is namelijk het midden van 
OH) dus 4IF? + OH? — 2HI? + 2102. 

Volgens bekende eigenschappen is de straal van den 9-punts- 


cirkel — 5 R en raken de ing. cirkel en de 9-puntscirkel 


elkaar, zoodat FI = ; R—r. Verder is OI = 1 (R?— 2Rr). 


75 


Bovenstaande gelijkheid wordt dus: 
4(ER—r) 40E? =2HI 2R? — 4Rr 
waaruit na herleiding volgt 
HI? — 292 — 3 (R* — OE). 


Snijdt AH den omg. cirkel in H,, dan is in A AOH, 

OH? =R? — AH xHH, in een scherph. driehoek 
OH? =R? +—AHXxHH, „ „ stompb. sl 

en daar HH, == 2HD 

R? — OH? == 2AH x HD 
dus HI? S= 2r2 + AH Xx HD 
en in een rechthoekigen driehoek HI? —= 272. B.A. Tiuuer. 
Tweede oplossing. 

(De lezer teekene de figuur. Vooral niet te klein, dewijl 
anders punten samenvallen) 

Men weet (zie o.a VAN BrrEEN, Merkw. p. en l v.d. vl. A, 
bl. 34) dat in een A het hoogtepunt, het middelpunt van 
den 9-puntscirkel , het zwaartepunt en het middelpunt van den 
omgeschreven cirkel in eene rechte liggen, de rechte van 
Eurer geheeten. 

Zij O het middelpunt van den omgeschreven , o dat van den 
9-puntseirkel, D, het midden van AH, dan is D,H—=D,A. 


In den gelijkbeenigen A DoD, is Do == Do sj R,‚ en vol- 
gens het theorema van SrewaART (Simson, Eurer) is 
2 
(ÌR) = Hor +HD.HD,. 

Maar o is het midden van OH en 
HO? —=9R? — (a? Hb? He?) — IR — 2 js: —r(4R +7) 
dus 4Ho? =R? — 2AH.HD 

In A Hol is OI? + HI? = 2Io? + 2Ho?. 

Vermenigvuldigt men beide leden met 2 en merkt men op, dat 

OI? = R(R — 2r) en lo (R— 2r) 

waaruit tn Aten Her HD, 

Opm. Als I, en r, het middelpunt en de straal zijn van 


den aangeschreven cirkel, die BC en de verlengden der andere 
2 zijden raakt, is HI? — 2? — AH. HD. Vv. W. 
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Anders. 


In A HIO ligt op HO het zwaartepunt G van A ABC. 
Nu is volgens het theorema van StrwaArr 


10? .GH J-HI?.GO=GI?.HO + GO.GH.HO 


of 210? . GO + HI? . GO = 3GI2 . GO + 6602 
dus 210% + HI? —=3GI2 + 6G02 
en HI? —= 3GI? + 6602 — 2102, 


Nu is 3GI? —=3r2 — s? +5 (ar JB? +?) 


6GO =6R? 5 +52 FC?) 


2102 =2R(R — 2r) 
2AH.HD =a? +b? Je? —8R? 
waaruit het gestelde gemakkelijk afgeleid wordt. VEIENVE 


1330. Construeer een trapezium, waarvan eene der || zijden 
4 cM. is; een der beenen 5 cM.; terwijl in ’t trapezium 
een cirkel kan beschreven worden, waarvan de straal 
1,5 cM. ís. Hoe groot zijn de andere zijden ? 
(H.B.S. 1896.) A.G. D. BanHeAnvans 

Oplossing. 

Geg. ABCD een trapezium, BO =4 cM., CD=—=5 cM., 
straal cirkel M = 1,5 cM. 

Gevr. Dat trapezium te construeeren en de overige zijden 
te berekenen, 

Analyse. Zij E het raakpunt van den cirkel met BC en 
D, dat van AD. Daar EM —= MD, =1,ö is, is ED, = 3; 
trek CF//ED,, dan is CF = ED, == 3. De rechth. A DCF is 
dus te construeeren uit de hypotenusa en eene rechthoekszijde. 
Verder is M het middelpunt van den ingeschreven cirkel, 
zoodat M het snijpunt is van de bissectrices der hoeken C en D. 
We komen nu tot de volgende constructie : 

Construeer den rechth. A FCD, trek CB || DF en maak 
haar = 4. Deel vervolgens de hoeken C en D middendoor, 
beschrijf uit M met een straal — 1,5 een cirkel, trek uit B 
eene raaklijn aan dien cirkel, dan is het snijpunt dier raak- 
lijn met het verlengde van DF het 4e hoekpunt van het 
trapezium. 
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Bewijs. Dat ABCD een trapezium is, volgt uit de even. 
wijdigheid van BC en AD. Verder raakt de cirkel M aan alle 
zijden en is dus den ingeschr. cirkel, terwijl CD, BC en BM 
de vereischte lengte hebben. 

Bespreking. Er is slechts 1 trapezium mogelijk, daar men 
uit de hypotenusa en eene rechth. zijde slechts één rechth. A 
kan eonstrueeren, uit een punt slechts 1 lijn evenw. aan eene 
andere kan trekken en daar de bissectricees van de hoeken C 
en D elkaar slechts in 1 punt snijden. 


Berekening. Trek nu BG//ED,, stel AB -=z en AG =y 
dan is: z-CD=BC—-4+GD. #? —y? = BG? =9. 


Ero j12, ede) =9. 
EFy=l. . 
9 1 6 
eI=T =d Mi 2 dus 
1 OSL 
ny AB — 4, cM. AD =8— 2, = 57 CM. 


J. WiITTEVvEEN. 


1331. [nm een driehoek worden de drie binnenbissectrices ge- 
trokken en hare voetpunten tot een driehoek verbonden. 
Bereken den inhoud van dezen voetpuntendriehoek, uit- 
gedrukt in de zijden a, ben c van den gegeven driehoek. 
(Eerr, N. Verzam. II, bl. 51, no. 22.) Ecer. 


Oplossing. 

Zij A ABC de gegeven A, AE, BD en CF de drie bis- 
sectrices, dan wordt gevraagd naar den inh. van A DEF. 
Blijkbaar is A DEF = A ABC — (A ADF+A BEF+A CDE) 
waardoor deze laatste eerst moeten berekend worden. 

Stellen wij BC =a, AC =b, AB =ec en Inh. A ABO ZI, 








: be 1040 
dan is AF = 5 BF = zp Ep CES Bpe’ 
ab bc 


A ADF heeft met A ABC een hoek (/ A) gemeen, daarom 
A ADF: A ABC =AF x AD: AB Xx BC 
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dc bc 
f ADP: I= x N/ ADE = —_______— .I 
oF A ans EA (a+b) (ao) 
evenzoo 
mens a ee 
ac 
MODE Rene on 
ab ab ab 
of A CDE:I= ate ADR :aben A CDE == arora | 


Hierdoor is: 
be I ac I ab I 


AE (ab) (a-Fc) el (a+b) (bte) nr (atc) (bc) 
(atb) (ae) (bHe) — be (be) — ac (atc) — ab (atb) El 








(atb) (atc) (bF-o) 
en na uitwerking en vereenvoudiging van den teller : 
Apes Oates oee aL Oe 
atb) (a) (bte) (afb) ao) (BF) 
Eer. 


1332. Door een punt P, gelegen buiten een cirkel, waarvan 
de straal —= 8 cM. gegeven is, trekt men eene lijn 
PAB, welke door het middelpunt van den cirkel gaat 
en Ha cirkel in A en B snijdt. Eene tweede lijn PCD 
snijdt den cirkel volgens eene koorde CD, gelijk aan 
de zijde van den ingeschreven regelmatigen zeshoek. 

Bereken de lengten der koorden AC en BD van den 
cirkel, wanneer nog gegeven is, dat de afstand van 
P tot het middelpunt = 13 cM. is. 
(Breda 1896.) 
Oplossing. 
Uit de gegevens valt gemakkelijk af te leiden: PA —5 cM., 

AB=16cM , PB —=21eM. en CD —=8cM. 

We BeDbeal nu: PA x PB — PC x PD = PC (PC + CD) 
of PA.PB == PC? JPC.CD, 

en PC? + PC.CD — PA.PB =0, 


di PC=— 0D + V(jCD: + PA.PB) 
of PC=—4 Er (16 +5 X21) =—4 411. 
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Hiervan moet de negatieve wortel vervallen, zoodat PC = 
7 eM. is. Verbindt men nu het middelpunt M met C en D, 
dan is volgens het theorema van Stewart in A PMC: 
PA.MC? + MA.PC? = PM(AC? + PA. MA), 
waaruit AC? =(PA.MC? + MA.PC?): PM — PA. ens 


of AQ? —=(5X64H-8X49): 1358 lj, 


8 
dus AC =v 4e MT. =S jg 39 CM. 


Om BD te berekenen, merken we op, dat PD = PC + CD 
= 15 cM. is. In A BPD is volgens bovengenoemde stelling : 
PM.BD? 4 BM.PD? =PB(MD? + PM.BM), 


waaruit BD? — PB (MD? +- PM. BM) — BM. PD? | ‚PM, 


of rte ein sn ee, 


1728 
duss BD =V5 AS == EE 


1333. Construeer een koordenvierhoek als gegeven zijn, de 
middens van drie zijden, terwijl men hovendien weet, 
dat de klelnste diagonaal door de grootste wordt mid- 
dendoor gedeeld. A. G. D. B. 
(Cadet 1896.) 
Oplossing. 

Analyse. Zij ABCD de gevraagde vierhoek; E,‚F en G 
de gegeven middens der zijden AD, AB en CD, en S het 
punt, waarin de kortste diagonaal AC door BD wordt mid- 
dendoor gedeeld. Trekt men nu EF, snijdende AC in H, en 
EG, die BD in I snijdt, dan is EF | BD en EG | AC, 
Bt I het midden van EG en van DS is. 

Voorts toont men gemakkelijk aan : 


EG —j AC = AS =S of 2EG — AC 


en EF —; BD, dus 2EF = BD = BS + DS. 


Aangezien EF en EG bekende lijnen zijn, zoo zijn ook de 
diagonalen, alsmede de stukken der kleinste diagonaal bekend. 
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We zullen thans de deelen BS en DS berekenen. Zij EF — a, 
EG —=b, BS —=x en DS = y, dan is vooreerst 


BS J- DS =2EF, of Jy =2a...... (1) 
en in de tweede plaats, omdat ABCD een koordenvierhoek is, 
AS OSE BSX DS TOTD EE een (2) 


Uit (1) volgt: y =2a— er. Deze waarde in (2) overbren- 
gende: vindt men: 

Zar —e? —=b? of #° — Zar Jb? =0, 
waaruit #, =a tv (a? —b?) en er, =a— (a? —b°). 

In deze uitkomsten is (a? — b?) reëel, omdat volgens on- 
derstelling BD > AC, dus a > b is, waaruit tevens blijkt, dat 
beide waarden van » bestaanbaar zijn. 

Voor DS =y vinden we dezelfde waarden, doch in omge= 
keerde volgorde. Uit het bovenstaande volgt nu deze 

Constructie. Trek tusschen de drie gegeven punten E,‚ EF 
en G twee rechten EF en EG, door het midden I van de 
kortste lijn EG een rechte BD || EF en neem hierop DI == 
IS =; EF + 7 (EF? — EG*), die met behulp van een rechth. 
A gemakkelijk te vinden is. Bepaal vervolgens op BD punt 
B zóódanig, dat BS + DS = 2EF, trek door S de lijn AC || EG 
en neem daarop AC —=CS—=BG, dan zijn A,‚B,C en D 
de hoekpunten van den gevraagden koordenvierhoek. 


1 
Discussie. 1) Door te nemen DI=IS= gEE— EF —EG?) 
bekomt men dezelfde figuur, maar in een anderen stand. 


2) Is EF = EG, dan is 5 EF? — EG?) = 0, dus 


DI IS 5 EF en DS == EF. In dit geval zijn de diago- 


nalen gelijk en snijden elkaar middendoor, zoodat vierhoek 
ABCD een rechthoek is. 

3) Verbindt men ook F met G, dan kan men de constructie 
uitvoeren met EF en EG (zooals boven), met EF en FG en 
met EG en FG. Zoodoende zal men in ’t atgemeen drie 
verschillende vierhoeken vinden. Zijn van A EFG twee zijden 
gelijk, zoo krijgt men 2 vierhoeken, waaronder 1 rechthoek, 
of beter gezegd, men vindt 3 vierhoeken, waaronder twee 
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rechthoeken , die evenwel congruent zijn. Als A EFG gelijk- 
zijdig is, komen er drie congruente rechthoeken. _R. v. W. Pz. 


1334. Construeer een cirkelomtrek, die de omtrekken van 3 
gegeven cirkels middendoor deelt, 
(VersLurs, Meth. $ 63, 5) (Krarper, 708) 


Analyse. Zij P de 
cirkel, welke de om- 
trekken der cirkels M, 
N en O middendoor 
deelt. 

PM? —= PA? AM? 
DANE on PN: — PB: NB: 
nl N an 8 PA =PB, dus is 
ZN Me PN? — PM: — 
4 Ee —= AM? — BN? 
Is PC | MN, dan is 
sne in MC? = PM? — PC: 
en CN? —= PN? — PC?2, dus CN? — MC? — AM? — BN?, 

Is omgekeerd de lijn MN zoo verdeeld, dat CN? — MC? — 
AM? —BN?, dan volgt daaruit, dat ieder punt der loodlijn 
PC het middelpunt is van een cirkel, welke de cirkels M en 
N middendoor deelt. Hieruit volgt de volgende 

Constructie, Trek DM 1 MN en maak DM — v(AM’—BN:). 

Trek DN en door haar midden E eene loodlijn CE, welke 
MN in C snijdt. Daar / DMN recht is, is DC? — MC? = DM: 
en daar CE L staat op het midden E van DN, is DC = CN, 
dus is CN? — MC: = DM: = AM? — BN, 

Op dezelfde wijze vinden we in de lijn NO een punt F, 
zoo dat NF? — FO? — GO? — BN. 

Construeer nu in C en F de lijnen CP _L MN en FP _L NO, 
dan is P het middelpunt van den gevraagden cirkel; trek 
AM | PM, BN i PB en GO Ll PO, dan is PA = PB = PG 
de straal van dien cirkel. 





Bewijs. CN° — MC? — AM? — BN? 
dus (CN* + PC*) — (MC? + PC?) = AM? — BN? 
| PN: — PM? = AM? — BN? 
PN? + BN? —= AM? J PM: 

PB: — PA*, dus PA — PB. 


De Vriend der Wiskunde. XIl. 6 
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Op dezelfde wijze 
blijkt: PG EASEFB: 
Verlengen we de stra- 
len AM, BN en GO, 
dan gaat de cirkel, 
welke uit P beschreven 
wordt en door A, B 
en G gaat, ook door 
H, J en K,‚ zoodat 
hij de cirkels M‚ N 
en O middendoor deelt. 
| Opm. De constructie 
is altijd mogelijk, behalve wanneer de middelpunten M, N en 
O in ééne rechte liggen. 
(Zie ook „De Vriend der Wiskunde" IT, bl. 67, no. XII 
en XIII.) W.C. R. 





1335. Van een getal van drie cijfers is de som der cijfers 14, 
Vermindert men het getal met 3 eenheden dan is het 
door 5 en door 14 deelbaar. Welk getal is dit? 

Oplossing. 

Som der cijfers —= 14. Vermindert men het getal met 3 
eenheden, dan is het door 5 en 14 deelbaar, dan gaat het 
dus op een O uit, want het is deelbaar door 5, 2 en 1, dus 
ook door 10. Het cijfer der eenheden is dus 3. verniet 
men het getal dus met 3, dan wordt het cijfer der eenheden 
OQ, de som der twee Andre cijfers dus 11, en het getal deel- 
baar door 70. Laat men de nul weg, dan houdt men een 
getal van twee cijfers over, waarvan de som der cijfers 11 is 
en dat nog door 7 deelbaar moet zijn. Het eenige getal van 
2 cijfers, dat aan deze voorwaarden voldoet is 56. 

Het gevr. getal is dus 563. J. C. Murrer, 

Tweede oplossing. 

Zij G het getal, dat met 3 eenheden verminderd, deelbaar 
wordt door 5 en 14, d i. door 7x 10. Hieruit blijkt, dat 
het cijfer der bend 3 is. Stelt men nu het cijfer der tien- 
tallen = w en dat der honderdtallen — y, dan is 

100y + 10x == 70-voud en zty=l4—3=ll 
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of 10y + # = 7T-voud 
maar yd-r=14—3 == 7-voud —3 
dus 9 == T-voud +3 
Uy lt 
dus 2y == T-voud +- 3. 


Omdat y {10 is 2y (20, dus 2y = T-voud +3 
òf == T.1F3=10 df =7,2H-3—=17, dus y=—=5, derh, 
e=l4—3—y=6 en het gevraagde getal G: — 563. 


1336. Welke geheele positieve waarden der onbekenden vol- 
doen aan de vergelijkingen : 
edy H 3e = 14, 2 J 3y + 4 —= 24 
en 37 + 4e J- 5f —= 35. 
(Heris, $ 77, 81.) 


In de opgave is in de 3e verg. eene drukfout ingeslopen. 
Er staat 44, dit moet volgens de opgave in Hers 5é zijn. 
Alle inzenders vonden dan ook, dat niet aan de voorwaarde 
van geheele positieve waarden kon worden voldaan. J. Wrr- 
TEVEEN en A. G. p. B, voegden er echter de oplossing der op- 
gave uit Hers aan toe, welke we hier dan ook opnemen. 





Oplossing. 
Uit de 3 vergelijkingen elimineeren we x en f. 
2x J- 3y J- 44 —= 24 3x J- 42 J 5t—= 35 

TS A 
10e + 15y + 204 —= 120 12r J- 162 + 204 == 140 
12e + 162 + 204 —= 140 
EEP 

2 — 15y + 162 — 20 vt Wy JI == 14 

2d Ay d- 6z == 28 3 
af 2 + Ay J- 62 —= 28 

194 — 102 —= 8, waaruit 
— 2 
10e = 19, — 8. Stel dn if 
y—? EE 
Zy — rn De dan isy == 2 + 10p 


zp dp d4h5iptI=14 
zz=38 19 v=l—7p 
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2x J3y 4t= 24 
2 —154p J-30p J6 J 44 =24 
At —= 16 + 124p. t—=4J-3lp. 
Zullen dus de onbekenden geheele positieve waarden hebben, 
dan moet p =O zijn, waaruit volgt: 
e=, y=2, 2=8, tt J. WirTEVEEN. 
Men kan ook 2 andere onbekenden elimineeren, bijv. # en y, 
zooals A. G. ». B. deed. 


1337. Oplossen : a” a): a in Eer (a®)? a. 
(Heris, S 78, 77.) 


Oplossing. 
aa: a = ard „B al 
dus mdy—-b=ldoferdgy=lë.....r. (1) 
(y=! zalk, dus zy == 17... (2) 


Uit (1) volgt: y= 18 — ez. Door deze waarde in (2) over 
te brengen, vindt men 
zr — 182 77 =0, of (2 — 7) (2 — 11) =0, 
waaruit z, =7 en #, = ll. 
In verband met (1) kunnen we hieruit afleiden : 
iss — 7, dan is y= 1l, 
iss =l1l, dan isy= 7. 
Alle inzenders. R. v. W. Pz. 
We onderstellen a verschillend van Oen!. J.C. Murver, 


1338. Bepaal 3 getallen, waarvan het eene middelevenredig 
is tusschen de beide andere, als de som der 3 getallen 
35 en de som hunner tweede machten 525 is. 
(Eindex. Gymn. Arnhem 1896.) 


Oplossing. 
Noemen we ’t eerste getal rx en het derde y, dan is het 
tweede v’zy. 
Dan is etvaydy=35 os ee (1) 


en ortaydy?=525......e0ee (2) 
Uit (1) volgt: edy =35 ley 
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dus zr Joy Hy? = 1225 — TO voy ay 
en uit (2) volgt: #2 + 2ay +y? =525 + zy 
dus 1225 — 701 ay + ey = 525 Joy 

1Oray = 700 


Voy =10, dus zy == 100. 
Door (1) te verminderen met 1”zy — 10, vinden we: zy == 25. 
Door (2) te verminderen met 3zy — 300, vinden we 
Dry +y2 == 225 
waaruit volgt : ty =t15. 
Uitzty = 2 enz—y = 15 volgt: # = 20, y = ben vay=10. 
Uitzfy =2Senr—y=l5 , er=b, y = 20 en vay=10. 
De gevraagde getallen zijn dus 5, 10 en 20. 
v. D. War & VerBorou; W.C. R. 
Zie: „De Vriend” XI (1896), bl. 234 no. 1272 nog 2 op- 
lossingen. (Het vrgst. is daar aan een ander ex. ontleend.) 


1239. Bereken x uit de vergelijking : 
gel gal 959 
—= 25 


(H.B.S. 1896 ) Br Ann: 
Oplossing. 


geht giel 25, 
Anais 
Boe 6 MANE B LN sb 
622 36x6° 4155 =0 
6° = 18 dv (324 — 155) = 18413 =831 of 5. 





Voor 6° = 31 heeft men: Voor 6° = 5 heeft men: 

xlog 6 = 31 vlog 6 =log 5 
_ log 31 AA, log 5 
log 6 log 6 

log log 31 == 0,1735829 log log 5 == 0,8444585 —1 

loglog6 == 0,8910640 —1 log log 6 = 0,8910640—1 

log # = 0,2825189 log # = 0,9533945—1 

v == 1,91654. x — 0,898244. 


Alle inzenders. W.C. R. 
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1340. Twee plaatsen A en B zijn door een spoorweg verbon- 
den, waarvan de lengdte d KM. bedraagt. Een goederen- 
trein vertrekt van A naar B, a minuten later ver- 
trekt een sneltrein van B naar A. Beide treinen leggen 
met een eenparige snelheid den geheelen weg zonder 
oponthoud af. 5 minuten nadat zij elkaar gepasseerd 
zijn, komt de goederentrein te B en tegelijk de snel- 
trein te A aan. Hoeveel KM. legt elke trein per minuut 
af ? Na de oplossing stelle men : a=—=364, b=120, d==195. 
(H. B.S. 1896.) A.G.p.B.; H. Av. B. 

Oplossing. 
Stel, dat de goederen- en de sneltrein per minuut resp. 
en y KM. afleggen; in b min. leggen ze samen d KM. af, 


| & 


dus rs 


b’ b Je 


De goederentrein heeft noodig E en de sneltrein - min. , 


dusis be J- by =d, waaruit volgt: zy = 


terwijl de eerste er a min. langer over loopt, dus 75 == 


waaruit volgt: de — dy — — aag. 
Substitueeren we hierin de voor rs gevonden waarde, dan 


2 
vinden we: Eye a 
d* — dy = — ady + aby* 
aby* — (ad — 2bd) y —d* =O 
ad — 2bd + atas — 4Aabd? H- 4b?d*) H4abd* 
Verne ta nnen Ln 
ad—2bd ty (a'd*+4b*d*) _ ad2bd + dy (a* +467) 
2ab 2ab 4 


Hiervan voldoet alleen de pos. waarde, dus 
_ ad — 2d + dyv(a' + db) 


2ab 
d ad—2bd-d v(a'H4b1) ad + 2bd — dy (a* +462) 
UD RT ed 
b 2ab 2ab 


Stellen we a =364, b==120 en d == 195, dan is 
_ 364. 195 — 2.120.195 + 195 1 (364* L 4 120%) 
9.364.120 
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__ 70980 — 46800 + 195 v (132496 + 57600) t 


87360 4 
d Kete en 10 


8 
8 
De goederentrein legt dus per min. : KM., de sneltrein 


1, KM. af. W.C. R. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


351. Deelt men een getal van 3 cijfers door de som van de 
cijfers, dan is het quotient gelijk 4-maal den deeler ; 
plaatst: men het cijfer der honderdtallen tusschen de een- 
heden en tientallen, dan vormen de cijfers van dit nieuwe 
getal een gewone rekenkundige reeks; verder staat het 
nieuwe getal tot het gegeven als 13:18. Men vraagt 
het getal te bepalen. (Hoofdacte Groningen.) * Aut 


Oplossing. 
Zij het getal [cba | ‚ dan is volgens de opgave: 
heal : [ebaj —= 13 : 18. Hieruit volgt 5 < c. 

De cijfers van [bea] vormen een gewone rekenk. reeks. Zij 
het verschil dier reeks—=v, dan is c—=bJv ena=bJ 2, 
dan is |Pcaf = 100b+10(b4-0) +b + W =1115 } 12 
eenheden en |cbaf — 100 (b+v) + 10b Hb Hw == 111b 102 
eenheden. 

Dus hebben we: (1115 + 120): (1145 + 102) = 13: 18, 
waaruit b—=?2v, dus c—=3v en a== 4. 

De som der cijfers van het getal is dus — 9. 

Deelt men het getal door de som der cijfers, dan is het 
quotient == 4-maal den deeler, d. i, = 4-maal de som der 
cijfers. Derhalve is het getal gedeeld door 9 =4X Iv, en 
het getal == MW X4X I= 3240? 

Nu is, als v—=2 is, het getal — 324 x 2? AO de Le 
een getal van 4 cijfers. Het getal heeft echter maar 3 cijfers. 
Dus moet v = 1 zijn, zoodat het getal = 324 Xx 1* = 324 is. 

v. D. WaL & VERBORGH. 
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Tweede oplossing. 
Stellen we ’t getal voor door [ze] ‚ dan hebben we de even- 
redigheid ac] Ë luz — 13 : 18 „dos is 


Wo — [eel = 5 XLT, dus 90a — 90) = xrl, 


waaruit [alc] — 324 (a — b). 
Daar a — hb een geheel getal is dus la5e] deelbaar door 324. 
De getallen van 3 cijfers, welke deelbaar zijn door 324, 
zijn 324, 648 en 972. Hiervan voldoet alleen het eerste aan 
alle voorwaarden, zoodat 324 het gevraagde getalis, W.C.R. 


Derde oplossing. 


Zij het cijfer der honderdt. — Ah en dat der tient. — t. 

Omdat A rekenkundig middelevenredig is tusschen de beide 
andere cijfers, is de som der cijfers — 3h. Deelt men het 
oorspronkelijke getal door 34, dan is het quotient gelijk 
4 X3h of 12h en het getal zelf —= 3h x 12h — 36h?. 

Uit het laatste gegeven volgt, dat het nieuwe getal 
Es X 3612 of 261? is. Wijl door de verwisseling van het cijfer der 
honderdt. met dat der tient. het gevraagde getal kleiner werd, 
zoo blĳkt, dat A) t is, en dat door die verplaatsing het oor- 
spronkelijke getal met een 90-voud werd verminderd. De beide 
getallen verschillen 364? — 264? of 104°. Dit moet een 90- 
voud zijn, dus h? = 9-voud en h=83-voud. Nu kan h niet 
grooter zijn dan 3, want nam men b.v.  = 6, dan zou 36h? 
reeds 1296, derhalve een getal van 4 cijfers zijn, wat met 
het eerste gegeven strijdt. Het gevraagde getal is dienten- 
gevolge 36 x 3? —= 324. R. v. W. Pz. 


352. Men heeft 3 getallen. Vervangt men een zeker cijfer 
van het 1Iste getal door een, dat 2 hooger is, zoo krijgt 
men het 2de getal. Deelt men alle 3 getallen door een 
zelfde getal, zoo verkrijgt men bij het eerste 121 tot 
quotient en 255 tot rest, bij het tweede 182 tot quotient 
en 127 tot rest en bij het derde 145 tot quotient en 263 
tot rest. Welke zijn de getallen en waardoor is gedeeld ? 
(P.J. Bos, Leerb. der Alg. deel II, bl. 27, no, 64) *** 
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Dit vrgst. is door den vrager *** fout overgenomen, zoo- 

als in no. 352* hieronder te zien is. 
Oplossing. 

Door een cijfer van het eerste getal met 2 te vermeerderen, 
wordt bij dat getal 2x (waarin x alleen de waarden : 1, 10, 100 
enz. kan hebben) opgeteld. Zij nu y het getal , waardoor men 
de drie getallen heeft gedeeld, dan kan men ze voorstellen 
door 121y +255, 182y + 127 en 145y J- 263, waarin y > 263. 

Door vermeerdering van het eerste getal met 2x wordt het 
gelijk aan het tweede. Men heeft dus 

2 H- 121y JH 255 —= 1824 J- 127 $ 
of 2x J- 1284 = 61. 

Nu moet het eerste lid deelbaar zijn door 61, en wijl 128 
== een 6l-voud +6 is, zoo moet 2x een 61-voud + 55 of z 
een 6l-voud +58 zijn. Om een waarde van x te vinden, die 
hieraan voldoet, spoort men de periode der resten op, welke 
men verkrijgt door de op elkaar volgende termen der schaal 
door 61 te deelen. Deze periode is: 1, 10, 39, 24, 57, 21, 
27, 26, 16, 38, 14, 18, 58, 31 enz. en bestaat in ’t geheel 
uit 60 verschillende resten. 

Aangezien hierin 58 de 13de rest is, zoo zal 1012 de kleinste 
waarde van z zijn, die aan het gestelde voldoet. Maar # kan 


ook 107%, 10!32 en in ’t algemeen = 1060p-12 zijn, waarin 
p — 0 of een geheel positief getal is. Hieruit volgt, dat y 
minstens (1012? J- 128):61 — 32786885248 is. De drie ge- 
vraagde getallen zijn dan 3967213115263, 5967213115263 en 
4754098361223. Uit de gevonden waarde van z volgt echter, 
dat men een onbepaald aantal getallen kan opsporen , welke 
aan de gegevens voldoen. De algemeene vorm van den deeler is 


(iOE Cat 12 128):61 en die van de 3 getallen 


121 (10fÔPt 12, 158): 61 + 225 enz. 
vp War & Vers ; J.C. Murzer; J. WinreveEeN; R. v. W. Pz. 


352, Men heeft 3 getallen. Vervangt men een zeker cijfer 
van het le getal door een, dat 2 hooger is, zoo krijgt 
men het 2e getal. Vermindert men daarna het links 
volgende cijfer met 2 en het daarop volgende cijfer met 
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1, zoo krijgt men het 3e getal. Deelt men alle 3 ge- 
tallen door een zelfde getal, zoo verkrijgt men bij het 
eerste 181 tot quotient en 255 tot rest, bij de tweede 
182 tot quotient en 127 tot rest en bij het derde 145 
tot quotient en 263 tot rest. Welke zijn de getallen en 
waardoor is gedeeld ? 

(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. II, bl. 27, no. 64.) 

Oplossing. 

Deelt men het eerste getal door een zeker getal, dat we x 
stellen , dan krijgen we 181 tot quotient en 255 tot rest, We 
vinden dus Iste getal — 1814 J- 155. 

Evenzoo 2de getal — 182r + 127 
3de getal — 145 J- 263, 

Stellen we verder dat het y-de cijfer van de rechterhand af 

vervangen wordt door een cijfer, dat 2 hooger is, dan is het 


verschil tusschen het eerste en tweede getal 2 X LO tas Ook 
is het verschil tusschen het eerste en tweede getal 
1821271810255 — 0—128, dus 2128 —=2X107TÌ (1) 
Het (y+-1)-de cijfer van het tweede getal wordt met 2 ver- 
minderd, het (y4-2)-de met 1; nu krijgen we het derde getal. 
Het verschil tusschen het tweede getalen het derde getal is dus 


ax 109 4109, Ook is het verschil 1822127—1450—263 
= 8141836, dus 31e — 136 =2X10/ 10E... (2) 

We hebben dus de vergelijkingen (1) en (2) op te lossen. 
Stellen we hierin 109! — p, dan is 10/ —= 10 X Tov 10p 
en 109TÎ — 100 x 10% 1 100p. 

De vergelijkingen gaan nu over in 

v— 128 =2p en 37x — 136 —=20p + 100p. 
Deze vergelijkingen oplossende vindt men voor p de waarde 100. 
1091 — 100 =10?, dus y=3. 
vp J- 128 —= 200 128 —= 328. 

Het eerste getal is nu 1814} 255 —=59623 In het getal 
59623 wordt het derde cijfer vervangen door 8, dus het 2de 
getal is 59823, Voor het derde vindt men 

if |o—2|[823| 47823. B.A. Taman. 
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Verslag der Commissie der Acte-examens in de 
Wiskunde L. O. Art. 65, in 1895 en 1896. 


1895. Omtrent het examen in stelkunde kan worden op- 
gemerkt, dat vele kandidaten zich beter hadden toegelegd op 
de theorie, zoodat de uitslag van het mondeling onderzoek 
over het algemeen niet zoo ongunstig afstak bij dien van het 
schriftelijk examen, als vroeger vaak het geval was. 

Het mondeling gedeelte van het examen in de planimetrie 
kan over het algemeen als voldoende beschouwd worden. Uit 
het schriftelijk gedeelte bleek echter, dat bij zeer vele kandi- 
daten de vaardigheid om vraagstukken op te lossen ontbrak. 

Betreffende de gonio- en trigonometrie kan dezelfde opmer- 
king gemaakt worden als het vorige jaar, namelijk dat de 
meeste kandidaten wel in staat waren met formules te werken, 
maar de bedrevenheid in het gebruik van een logarithmen- 
tafel zooveel te wenschen overliet, dat nog geen vierde ge- 
deelte van de kandidaten in staat was het eerste vraagstuk 
van het schriftelijk werk goed op te lossen. 

Wat de stereometrie aangaat, valt op te merken , dat bij 
het schriftelijk onderzoek bleek, dat een groot aantal kandi- 
daten hun voorstellingsvermogen gebrekkig hadden ontwik- 
keld, doch het onvoldoende van het schriftelijk werd door de 
meeste kandidaten vergoed door het mondeling examen. 

(Staatscourant , no. 76.) 


L. O. art. 65. Wiskunde. 1896. 


Ook het resultaat van het examen in de wiskunde lager 
onderwijs mag gunstig genoemd worden; er valt vooruitgang 
te constateeren in de stelkunde, want de theorie was over het 
geheel beter bestudeerd dan in vorige jaren doorgaans het 
geval was 

De uitslag van het schriftelijk werk voor de meetkunde 
was dit jaar gunstiger dan het vorige. 

De vaardigheid in het werken met logarithmen in de gonio- 
en trigonometrie liet echter nog steeds te wenschen over. 

(Staatscourant , 20 Febr. 1897.) 
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Een merkwaardige cirkel bij den driehoek. 


De opgave onder no. 1329, blz. 74, geeft aanleiding tot 
de volgende opmerkingen : 
1°. Voor scherph. driehoeken is IH? == 2r2 — AH Xx HH, 
„ _stomph. 5 ne ALD HH, 
„ _rechth. ö ni en 

20, Uit 1° volgt dat in elken driehoek 
AH x HH, — BH x HH, =CH x HH. 

30. De eigenschap in 1° kan uitgebreid worden voor de 
afstanden van het hoogtepunt H tot I» Ij, L, de middelpun- 
ten der aangeschreven cirkels. Zijn de stralen dezer cirkels 
tn dan zal men vinden: 

IH? =2r? + AH x HH, 
IH! =?2rj + AH Xx HH, 
IH: =2r? + AH x HH 

c c a 


waarin het teeken J- voor stomphoekige en — voor scherp- 


hoekige driehoeken geldt. 
40, Uit het bovenstaande leidt men gemakkelijk af, dat 


in elken driehoek 
IH? —2r: =IH?—2r3 =I,H? —2rte=IH? —2r: 
a a b b c c 
of in woorden 
Het hoogtepunt H van een driehoek heeft gelijke machten 
ten opzichte van de cirkels, die 1, II p Í, tot middelpun- 


ten en 1 2,rv2, ra, r v/2 tot stralen hebben. 


Of als A (p) de cirkel beteekent, die A tot middelpunt en 
p tot straal heeft (notatie van Liemorne): 
Het hoogtepunt H is het machtpunt der cirkels 
I(rv2), Ll, (r‚r-2) Â I, (rv 2) 5 Il (rv2). 
In een scherphoekigen driehoek zijn de verschillen IH? —2r? 
enz. negatief. In dit geval ligt H dus binnen de 4 genoemde 
cirkels. 
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In een rechthoekigen driehoek zijn die verschillen == 0 
en ligt H dus op die 4 cirkels. 

In een stomphoekigen driehoek ligt Tl buiten die cirkels, 
kan men dus uit H gelijke raaklijnen aan die cirkels trekken 
en bestaat er dus een cirkel, die ze rechthoekig snijdt 

Deze cirkel is de bekende merkwaardige cirkel, die den 
naam draagt van: cirkel toegevoegd aan den driehoek. Deze 
cirkel heeft de eigenschap, dat elk hoekpunt van den dric- 
hoek de pool van de overstaande zijde is. 

Zijn straal is 


p= VAE XHH)= 5 | |R: atis can 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1321—1340 en 350—35 zijn ingezonden door : 
J. B. Bakker, 1321, 23, 25, 28, 35, 37—39; 351. 
A. G. d. B., 1321, 27, 28, 30—39. 


J. C. Muller, 1321 — 28, 30—40; 351, 352. 

H. & R., 1321, 23, 26, 28, 35— “38. 

W. C.R. ‚ 1321, 23—28, 30—40; 351. 

B. A. Timmer, 1321—24, 27—32, 35, 37—40; 352. 
J. Witteveen, 1321—25, 27, 28, 30—40; 351, 352. 
R. v. W. Pz., 1321—28, 30—40; 351, 352. 

V. d. Wal & Verborgh, 1321—28, 30—40 ; 350—352. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juni 1897 franco 


1361. 


1362. 


1363. 


1364. 


1365. 


1366. 


1367. 


bij den Redacteur A.J. vaN BrrEN te Arnhem 
worden ingewacht, 
Jemand koopt waren tegen 60 cent de KG. met 10 ®/, 
tarra en 2°/, korting. Hij verkoopt ze tegen 63 cent 
de KG, met z°/, tarra en 2°/, korting en berekent 
nu 6 °], gewonnen te hebben. Bereken de waarde van z. 
(Verg. ond. Rotterdam, 30 Nov. '95.) Rekenk. oplossing. 
v. D. WaL & VerBoraa. 
Een winkelier koopt 2 partijen linnen , de eene à 75 
cent, de andere à 60 cent den meter. Hij verkoopt ze 
respectievelijk à 85 en 75 cent, waardoor hij f 140 
wint. De inkoop bedroeg f 735, Hoeveel M. was 
elke partij lang ? 
(Rekenk. opl.) H. VERHAGEN. 
Zeker getal heeft 45 deelers, 1 en het getal zelf mee- 
gerekend. Bewijs, dat het een volkomen kwadraat is, 
en onderzoek, hoeveel factoren (enk. en verm.) zijn 
vierk. wortel en ook zijn kwadraat heeft. H. VERHAGEN 
Een bol heeft een middellijn, lang 0,386 .... M. nauw- 


keurig op ; mM. Bepaal zijn oppervlak zoo nauwkeu- 


rig mogelijk. zm —= 3,141592653589.... (Niet meer 
cijfers gebruiken dan noodig zijn!) H. VERHAGEN. 
Zoek de kleinste 3 opeenvolgende getallen in klimmende 
volgorde, die respectievelijk door 7, 11 en 15 deel- 
baar zijn. H. VERHAGEN. 
Gegeven: (A? + Act B?): (a? +ac+b?) —= AB:ab 
en A:a=B:5. Te bewijzen: A:a=C:e. 

Hoeveel omgekeerden heeft deze stelling en welke 
zijn die? Bewijs één der omgekeerden. 
(Hoofdacte Leeuw. 1896.) Gewijzigd. H. VERHAGEN. 
In een gegeven cirkel M (straal — R) is de zijde AB 
van den regelmatigen ingeschreven vierhoek uitgezet, 
en op deze een gelijkzijdige A ABC binnen den cirkel 
geconstrueerd. Als om den A ABC ook een cirkel O 


1368. 


A 


20, 


go 
1369. 


1870. 


1371, 


1372, 
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getrokken wordt, bereken dan het oppervlak, dat beide 
cirkels gemeen hebben. 
(Eerr, N. Verzam. II, bl. 52, no 27.) EceR. 
Van een A zijn de zijden 13, 14 en 15 cM.; men vraagt: 
De lengte der lijn van Eorer, nl. de afstand van het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel tot het snijpunt 
der loodlijnen (Vriend d. Wisk. V,‚ bl. 106). 
Toon aan: als men een lijn trekt, uit den hoek tus- 
schen de grootste en de kleinste zijde, loodrecht op de 
derde zijde, en deze loodlijn vervolgt tot den omtrek 
van den omgeschreven cirkel, en men uit dit snijpunt 
loodlijnen op de andere zijden of haar verlengde laat 
vallen, dat dan de snijpunten van de drie loodlijnen 
met de zijden liggen in een lijn van Sruson (Vriend 
d. Wisk. V, bl. 106). 
Hoe lang is deze lijn van Simson? Dr. o. J. M. 
In een A ABC is de bissectrix AD getrokken. Bewijs 
door het theorema van Eurer en STRWART, dat 

AD? = AB.AC —BD.CD is. 
(Eindex. Gymn. (A) Doetinchem 1896.) 
Als in den rechthoekigen A ABC uit het hoekpunt 
van den rechten hoek de hoogtelijn AD wordt neerge- 


latei ABS KAD SAT 


Men vraagt dit te bewijzen. 

(J. VersLuys, Hndbk. d. VL. Mtk, Gem. Vrgst. 94.) EF. 
Aan 2 elkaar in C uitwendig rakende cirkels, wier 
stralen zijn 1 en 4 dM., trekt men een raaklijn, die de 
beide cirkels raakt in de punten A en B. Gevraagd 
de oppervlakte van A ABC, die ontstaat door C met 
A en B te verbinden, te berekenen. 

(Toel.ex. Universiteit 1896.) 

Beschrijft men bij een A ABC de in-en aangeschreven 
cirkels M’, M‚, M p en M, alsmede den cirkel door de 


middelpunten M My, M, der 3 aangeschreven cirkels, 


dan is deze cirkel even groot als de 3 cirkels, welke 
door de middelpunten van den ingeschreven cirkel en 
2 der 3 aangeschreven cirkels gaat. H.A. v. BEUNINGEN. 
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1373. In een gegeven A ABC een punt P te construeeren, 
zoodat de hoeken APB, BPC en CPA zich verhouden 
als de getallen 4, 5 en 6. Wanneer is deze constructie 
onmogelijk ? (Cadet '96.) A. G. ». B. 

1374, Bewijs dat, als van een A , die tot hoekpunten heeft 
de middelpunten der aangeschreven cirkels van een A 
ABC, de hoeken zich verhouden als 3 : 4: 5, de A ABC 
rechthoekig is? (Cadet '96.) A. Garni 

1375. Van eene rekenkundige reeks is de som der laatste 6 
termen 657, de som der 4 daaraan voorafgaande ter- 
men is 338 en de som der overige termen is 546. Be- 
reken het verschil, den eersten term en het aantal 
termen dezer reeks. (Toel.ex. Univ. 1896 ) 

1376. Bepaal het aantal getallen gelegen tusschen 300 en 600, 
die bij deeling door 5 en 13 achtereenvolgens tot resten 
geven 2 en 11. (Toelex. Univ. 1896.) 

1377. Los e op uit de vergelijking : 


4 Hyde? — 170 +4) = 
(Breda 1896.) 


1378. Oplossen 3°% 5027 _ gt ple 
(Ex. Wisk. L. O. 1869.) 

1379. Van een getal van 3 cijfers is het cijfer der eenheden 
gelijk aan het product der andere 2 cijfers; het cijfer 
der tientallen is meetkundig middelevenredig tusschen 
de andere twee; het omgekeerde van het cijfer der hon- 
derdtallen is gelijk aan het omgekeerde cijfer der tien- 
tallen vermeerderd met tweemaal het omgekeerde cijfer 
der eenheden. Bereken dit getal. 

1380. Los x,y en z op uit 
aty=me, ot dy? =ne, at Hy? zat — 23. 


Iv —4 
sg 





INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
355. Construeer een A , als gegeven zijn a, A en b+-nc; 


n is een gegeven getal. 
(Perersen, Meth. & Theor. 189.) OK. 
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Eene eigenschap van den voetpuntsdriehoek. 


Als men in een A de hoogtelijnen trekt, dan is, volgens 
het theorema van Crva *), het gedurig product van drie niet 
aan elkaar grenzende segmenten der zijden gelijk aan het gedurig 
product der drie andere segmenten. 


Eigenschap. Het gedurig product van bovenbedoelde seg- 
menten is tevens gelijk aan het gedurig product der zijden 
van den voetpuntsdriehoek. | 


Te bewijzen : 
AF x BD x CE of BF X CD x AE = 
—= DE Xx EF x DF, 
Bewijs. Wij weten: 
LEAH=/ EFH == DFH —= DBH =p, 
Maar in A ACD is / C= 90° —p, 





bovendien is ZL AFE = 90° —p 

en ZL BFD —= 90° — p 

dus Oi ARB =S 4 BED: 
Evenzoo bewijst men / A =/ BDF —=/ EDC 

en LB=/CED=/ AEF. 


Hieruit volgt: 

ACEDme A CBA, dus CE: CB =CD:AC=DE: AB. 
AAEF A ABC, dus AF: AC = AE: AB = EF : BC. 
ABFDe A BCA, dus BD: AB —= BF: BO = DF: AC. 


Door vermenigvuldiging vindt men : 
CE. AF. BD CD.AE. BF DE.EF,DF 


CB.AC.AB AC.AB.BC ”” AB.BC.AC 


dus CE. AF.BD =CD.AE., BFE =DE, EF. DF. 
P. BAKKER, 


*) Zie o, a. „De Vriend der Wiskunde” I, bl. 66—70 en 164—172, 
over de theorema's van MeneLaüs en Cerva, met de toepassingen op 
de snijpunten der binnen- en buitenbissectrices, der medianen, der 
hoogtelijnen, der lijnen die de hoekpunten met de raakpunten der 
in- en aangeschreven cirkels verbinden, enz. 


De Vriend der Wiskunde. XIL. 7 
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Wanneer gaan in een driehoek de hoogtelijn uit A, de bis- 
sectrix uit B en de mediaan uit C door één punt? 


IL. Zooals we weten is ’t bovenstaande ’t geval bij een ge- 
lijkzijdigen A ‚ omdat daar in een (elk) hoekpunt hoogtelijn , 
bissectrix en mediaan samenvallen. We zullen nu onderzoe- 
ken of ’t omgekeerde waar is, d.i. of de A noodzakelijk ge- 
lijkzijdig moet zijn. 

Daar de bissectrix uit B en de mediaan uit C elkaar steeds 

binnen den A ontmoeten, moet de hoogtelijn uit A ook binnen 
den A vallen. De /4/ B en C zijn dus scherp. 
PS Zij H het snijpunt der bissectrix 
BF met de hoogtelijn AD, en G 
het snijpunt der mediaan CE met 
dezelfde hoogtelijn, dan zal het 
gevraagde plaats hebben, als H 
en G samenvallen, m.a. w. als 
AH == AG is. We trachten dus 
deze lijnen te berekenen. 

Stel AD = A. In A ADB is 
BH de bissectrix van / B, dus 
et AH:HD = AB: BD 

, AH AB 2ac 
BESS Jh ABAD  a?—b2+e2+2ac 
CE is een EE van A ABD; wij heten. 
BC x DG x AE = CD X AG X BE 





AG __AEXxBC _ 2a? 
DG “TBE XxCD 7 Farbe? 
GE 2a° 


h T 3a? +62 — Ct 
Zal nu AH == AG zijn, dan is: 
2ac en 2a? 
art — bt HC? J-2ac Za? Jb? — Ct 
e (Ba? Jb? — Cc?) = a (a? — b? JC? + 2ac) 
atc H-bie—e3 =a? — abt Hac? 
De zijde 5 kan dus in de andere zijden uitgedrukt worden. 


b? (a d-e)=a3 Jet — ate Jac? 


gt 


ac 


=at — acte. —ac. 
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2a*c 
atc 

IL. Hieruit kunnen reeds eenige resultaten afgeleid worden, 
die wij hier in het kort zullen aangeven. 

1. Als gegeven ondersteld worden a en c, zullen wij trach- 
ten, de grootte van / A te bepalen. 





hb: —a det — 


) 
Uit a? =5* +e° volgt, in verband met de gevonden waarde 
< 
voor 52, na eene eenvoudige herleiding ‚2 +ac—a* —=0 
N 
1 AEO eb, 
of le zel 1+15) etzalltrvajj=0, 
2 É 2 \ 
Z 
< 
De laatste factor is positief, dus c— za (—1 +15) 0 
N 
{ 


€ Sal 1+5). 


N 
/ 


LA is dus stomp, recht of scherp, naar gelang c kleiner 
dan, gelijk aan of grooter is dan het grootste stuk der in de 
uiterste en middelste reden verdeelde lijn a. Ingeval / A 
recht is, kunnen wij voor c* + ac — a? —=0 ook schrijven 
b2 —= ac, zoodat de zijde c dan gelijk is aan de projectie van 
bop a. 

2. Gemakkelijk is te verifieeren, dat de A geliĳkzijdig 
wordt in elk der volgende gevallen : 
bree, be; ZA ZB of. /_C— 60°. 

Als LA=120° is, heeft men e= Sr. 

3. Eigenaardig is het, te onderzoeken wanneer 

2a* —=bt +e*, of 2e? —=at 452 of 252 — a? He. 

In de beide eerste gevallen vindt men, dat de A geliĳk- 
zijdig moet zijn, terwijl in het laatste geval, behalve de ge- 
lijkzijdige A , ook een andere \ voldoet, waarin 

a:bie=v(ltyv2): #2: (12). 

Het is gemakkelijk te controleeren, dat / B hier 45° is, 

Men moet hebben 52 — a? + et — acy/2. 
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HIL. Wij zullen nu terugkeeren tot de formule 
a 
_ 2 


Daar wij ook hebben 5? = a? J-c? — 2a X BD, zoo is 
BD =S of BD:e =a:(a Jc). 


Trekken ‘wij CK //DA, dus L BC, dan is BD:c=—=a:BK 
dus BK —=a Jc, AK =a. 

Tevens volgt hieruit, als wij CL .L AB trekken, BL — CD. 

De eigenschap AK Sa geeft ons een eenvoudig middel aan 
de hand om eene menigte AA te construeeren, waarin het 
gevraagde plaats heeft. We construeeren nl. een willekeurigen 
rechth: A BCS, rechthoekig in C, passen op SB een stuk 
SA = BC af, dan zullen in A ABC de loodlijn uit A, de 
bissectrix uit B en de mediaan uit C door 1 punt gaan. 

Dat BL —= CD moet zijn is ook uit AH — AG direct te bewijzen 











2ac 2a? 
a? bte? Zac T Barbe? 
2ac Is 2a? 
a? —b? Je?  ardb2—Ce? 
ar — be? _ a?db2—ce? 
2e ni Zatijet 
BL = CD. 
Ook meetkundig is dit aan te 
toonen. 
AH AB 
Wij hebben nl. HD SED: 


Omdat CE transversaal is van 
A ABD en AE —= BE, hebben 





Vallen Gen H samen, dan is EO =e Ee == dus CD —= BL. 
Nog eene andere eigenschap der A id zich hieruit afleiden 


COLE BE HBO OEGENDE  E 


BD” BD” AB STAF 
H. G. A. VeErKAART. 
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Toelatings-examen Veeartsenijschool 1896/97. 


Rekenkunde. 


1. De lengte van een’ vloer staat tot zijn breedte als 6 : 5. 
Er liggen 120 vierkante steenen in, wier gezamenlijke omtrek 
1308 dM. grooter is, dan die van den vloer. Hoe groot is 


de vloer ? 
2. A arbeidt aan zeker werk 6 dagen; daarna werkt B 


4 
over het 55 van wat A overlaat 6 dagen. Nu werken ze samen 


nog 20; dag en hebben dan het werk voltooid. In hoeveel 


dagen zou ieder het werk hebben kunnen doen ? 

3. Van eene meetk. evenredigheid is de som van de termen 
der eerste reden 45, de som van alle termen 120 en het 
product der volgende termen 1215. Welke is die evenredigheid ? 

4. A en B handelen ieder met een kapitaal. A wint6 °/, 
en B verliest 5 °/,. Als ze nu samen f 36 verliezen en de som 
hunner kapitalen f 6000 bedraagt, hoe groot is dan ieders 
kapitaal ? 

5. Het geld van A staat tot dat van B als 2:3. A wint 
15 0/, en B wint f 1000. Nu verhouden zich hunne kapitalen 
als 3:5. Hoeveel had ieder oorspronkelijk ? 


6. Iemand verkoopt van eene partij koren À deel à f 9 


den HL. en de rest à f 8,50 den HL. De winst op de eerste 
partij staat tot die op de 2e als 6:5 , terwijl de geheele winst 
f 165 bedraagt. Uit hoeveel HL. bestond de partij ? 


Algebra. 


1. Iemand wil een kapitaal van f 12000 zoodanig in twee 
deelen verdeelen, dat, als hij het eene tegen 8 en het andere 


tegen 4°0/, uitzet, interest op interest gedurende 10 jaren, 
de alsdan verkregen kapitalen even groot zijn. Hoe groot is 
elk deel? 

2. De som van vijf termen eener rekenkundige reeks is 35 
en hun product is 10395. Bepaal die reeks. 
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3. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
ve vv ara 5) id ve P (Ie par) x ati 
—3,9 


) 
4. Los # op uit: 
8ze Ja? (2? — 1) — 8x? =0. (Zes antwoorden.) 
5. Los x en y op uit: 


V(e+5) vlet) en tat = 16. 


Planimetrie. 


(as Wa 


1. Als men uit elk hoekpunt van een vierkant een lijn 
trekt naar het midden eener overstaande zijde en daarbij den- 
zelfden weg omgaat, ontstaat er door de snijding dezer lijnen 
een vierkant, dat 5-maal zoo klein is als het oorspronkelijke. 
Men vraagt het bewijs. 

2. In een A ABC is O het snijpunt der lijnen, die de 
hoekpunten verbinden met het midden der overstaande zijden. 
Men vraagt den A te construeeren, als gegeven zijn: de af- 
stand van O tot het hoekpunt A en de zijden AB en AC. 

3. In een cirkelsector van 60° is een cirkel beschreven, 
die den boog en de beide stralen van den sector raakt; zoo 
nu de straal van den sector gegeven is, vraagt men den 
straal van den ingeschreven cirkel te berekenen. 

4. Als twee cirkels elkander inwendig. raken in A ‚en een 
koorde BC van den grootsten den kleinsten in D raakt, dan 
deelt de rechte AD den / BAC middendoor. Bewijs dit. 

5. Van een vierkant is gegeven de som van de diagonaal 
en de zijde. Bereken de zijde en construeer naar aanleiding 
van de berekening de zijde. 

6. Eene lijn is in de uiterste en middelste reden verdeeld. 
Op het kleinste deel als bazis is een gelijkbeenige driehoek 
beschreven met het grootste stuk als opstaande zijde. Bereken 
de grootte der hoeken. 


De opgaven over Stereometrie en T'rigonometrie zijn opge- 
geven in Supplement IX, 1896, blz. 26. 
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Eene Rekenkundige Eigenschap over de Deelbaarheid 
der Getallen. 

Zij een geheel getal N in twee deelen aa’, bb’ ontbonden , 
zoodanig dat de factoren a, b onderling ondeelbaar zijn, en 
dat de factoren a’, 5’ ook onderling ondeelbaar zijn. Zijn 
verder A, A’, B, B, #, z/‚, zes geheele getallen , die voldoen 
aan de voorwaarden Aa4-Bi=Nv, Aa’ + B'b-—= Na’, dan 
heeft men AA’ + BB’ == N-voud. 


Uit de vergelijkingen aa! + bb'=N, Aa + Bb=—= Ne, leidt 
men af a (A — d'r) + b (B — be) = 0. 


Dus AEO gbi NBI! Ae rdt LERS CE) 
zijnde t een willekeurig geheel positief of negatief getal. 

Eveneens A =artöt, B'=be kat.  … (2) 

Bijgevolg AA' + BB'=N (za) 4- tf) = N-voud . . . (8) 


Opmerking. Als N= f? + 92, nemen we r'=az, U =t. 

De gelijkheid (3) wordt dan 
AA HBB =(f? 49°) (22 Jt?) 

of AA’ +BB =(fr + 9)? H-(ft+ gr)? . . . . (4) 

Dus, in dit bijzondere geval, ís de hoeveelheid AA'J- BB, 
veelvoud van N, eene som van twee vierkanten. 

MONROE ENE UO di de BD, bird. 

Men vindt A’—=21 +29, B —=14—5t, 

A =35J2t, B= 203 — 34; 
vervolgens 
AA +BB == 73 (72 J- 42) = (566 + 34)? H- (21 F 8f)?. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1341 —1360 en DE zijn ingezonden door: 


A. G. d. B., 1347—52, 55 —58, 

JeD, Bakker, 1341, 43, 44, 50, Dan 57—60. 
Ch. Barneveld, 1341—50, 52, 54 56, 58—60; 353. 
H. A. van Beuningen , 353. 

W. H. Deelman, 1343 —48, 50—52, 54—60. 
J. Graver, 1343—45, 47, 48, 50— 52, 54—60. 
F. K., 1341-—52, 54-60; 353. 

H. &R., 1341, 48 — 46, 48, 52, 54, 57, 59, 60. 
MS: Ëi 1341, 43 — 52, 55, 57—60. 

V. d. Wal & Verborgh, 134160; 353, 

J. Witteveen, 1341—60. 

R. v. W. Pz., 1341—60; 353. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Augustus 1897 franco 


1381. 


1382. 


1383. 


1384. 


1385, 


bij den Redacteur A.J. van BrrEEN te Arnhem 
worden ingewacht, 

Van een stuk laken wordt : verkocht à f 7,20 den 

meter, : van de rest à f 6,75 den meter, terwijl het 

overblijvende met 15 cent verlies per meter van de hand 

gedaan wordt. Als men op het geheele stuk 8 °, wint, 


wat was dan de inkoop van 1 meter? (Rek. opl.) 
(Hoofdacte Arnhem '96.) H. VERHAGEN. 
A en B handelen ieder voor zich. Het geld van A 
staat tot dat van B als 5:8. A wint f 60 meer dan 
12°/,, B verliest f 400. Als nu de gelden van A en 
B zich verhouden als 3:4, vraagt men , met hoeveel 
geld ieder den handel begon. (Rek. opl., niet door 
eig. v. evenr.) 

(Hoofdacte Arnhem ’96.) H. VERHAGEN. 
Iemand moet een hollen cilinder maken, die 5 L. kan 


bevatten. Bereken op B mM. nauwkeurig de afmetingen 


binnenwerks, als hoogte = wijdte. zr — 3,141592653589. 
Gebruik van zr niet meer cijfers dan noodig zijn en 
laat de bewerking staan. | 

(Hoofdacte Den Haag ’96.) H. VERHAGEN. 
Iemand heeft 2 pendules. De eene loopt per etmaal 
een half uur vóór, de andere in dien tijd 10 min. achter. 
Wanneer ze nu beide op 12 uur worden gezet, na 
hoeveel tijd zullen dan voor ’t eerst op beide uurwerken 
gelijktijdig de uur- en minuutwijzer elkaar bedekken ? 
(RAADERSMA, IV.) H. VERHAGEN. 
A en B gaan een compagnieschap aan. De inlagen 
zullen zich verhouden als 7:4 en de winsten als 6: 5, 
omdat B den handel zal drijven. Indien ze nu besluiten 
de inleggelden zoo te verhoogen, dat ze zich verhouden 
als 8:5, hoe moeten dan de winsten zich verhouden ? 
(S. pr Gast, Opl. rek. vrgst.) H. VERHAGEN. 


1386. 


1387. 


1388. 


1389. 


1390. 


1391. 


1392, 


1393. 


1394. 
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Iemand leent f 5000 à 4°/, ’sjaars. Hij wil de leening 

in 4 jaar aflossen, zoodanig, dat hij aan ’t eind van 

elk jaar evenveel betaalt aan rente en aflossing samen. 

Hoe groot is de som, die hij elk jaar moet betalen ? 
H. VERHAGEN, 

Construeer den A ‚ waarvan bekend zijn : 

19, de hoogtelijn op de basis , 

20, de zwaartelijn naar de basis, 

3°. de bissectrix van den tophoek. 

(Akte-ex. Wiskunde, 1877.) J. Kooy. 

Door een punt binnen een A, met een inhoud I, heeft 

men lijnen getrokken // aan de zijden van den A, 

hierdoor ontstaan binnen den A 3 AA (metdat punt 

tot gemeenschappelijk hoekpunt). Stelt men de inhou- 

den dezer AA gelijk aan I,, I, en I,, dan is 

ISI trl, +); bewijs. 

(Krevine, Mtk. Vrgst. 357.) 

Als men uit de voetpunten der hoogtelijnen vaneen A 

loodlijnen op de zijden neerlaat, liggen de 6 voetpunten 

dezer laatste loodlijnen op een cirkelomtrek. Bewijs. 

Als in een A het aantal graden der // eene reken- 

kundige reeks vormen, ligt het middelpunt van den 

ingeschreven cirkel evenver van het middelpunt van 

den omgeschreven cirkel als van het hoogtepunt van 

den A. Bewijs. 

Men vraagt het oppervlak van een A 

a. in functie zijner hoogtelijnen 

Oep À „ _ medianen 

En 5 „ _ zijden en bissectrices uit te drukken. 

Theorema van Vivranr. De som der loodlijnen, uit een 

punt binnen een reg. veelhoek op de zijden neerge- 

laten, is gelijk aan „-maal zijn apothema. 

(KrarpPer, 521 ; BALtzeRr — v. BREEN, 589.) 

Bewijs, dat alle cirkels, die twee buiten elkaar lig- 

gende cirkels rechthoekig snijden, de lijn der middel- 

punten dier twee cirkels tot gemeenschappelijke snijlijn 

hebben. (Ex. K. I. ’95.) J. Kooy. 

Als een vierkant zoo in een rechth, A is beschreven , 


1395. 


1396. 


1397. 


1398. 


1399. 


1400. 
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dat beide den rechten / gemeen hebben, is de recht- 
hoek uit de stukken der hypotenusa gelijk aan de som 
der rechthoeken uit de stukken der rechthoekszijden. 
(Marrus , Math. Aufg. 6.) Te AV AROT AE 
Vermindert men een getal met 16 dan is het deelbaar 
door 39; vermindert men hetzelfde getal met 27 dan 
is het deelbaar door 56. Welk getal is dat? Zijn er 
meer zulke getallen ? 

Van 3 getallen, die eene harmonische evenredigheid 
vormen, is de som 37. Wordt het kleinste getal met 


2 é 5 ' 
5 verminderd , dan vormen zij eene meetkundige reeks. 


Welke zijn die getallen ? 


(Eeer, N. Verzam. II, bl. 42, No. 79.) EGer. 
Los x en y op uit de vergelijkingen 

| B meel 
ardyyve y—=aen y? +-ervay == b, 


H. VerKAART. 
Herleid 9 (52 + 3013) tot den vorm (a + bv) pd. 
(VersLuys, Alg. Vrgst. Gev. II, bl. 42, No. 43.) 
Bachus vond Silenus slapende naast een vol wijnvat; 
hij maakte van de gelegenheid gebruik en dronk ge- 


durende E van den tijd, dien S, zou gebruikt hebben, 


om het vat te ledigen. Toen S. ontwaakte dronk hij, 
wat B. overliet. Hadden ze samen gedronken, dan zou 
het vat 2 uur eerder leeg geweest zijn, terwijl B. dan 
half zooveel dronk, als hij in het eerste geval aan S. 
overliet. In hoeveel tijd kan ieder alleen het vat ledigen ? 
(N. L. W. A. GrRAVvELAAR, Pract. Th. Lrb.d. Alg. III, bl. 
46, No. 115.) (Hers, Sammlung 8 75, No.31.) W. Meiser. 
Van een rechth. A is de rechth.zijde AC = 30 M., de 
schuine zijde BC —=50 M. In A bevindt zich een punt, 
dat met eene snelheid van 3 M. per seconde; in B een 
punt, dat met eene snelheid van 5 M. en in C een 
punt, dat met eene snelheid van 2,25 M. per seconde 
langs den omtrek in de richting ABC wordt voortbe- 
wogen. Deze punten beginnen hunne beweging op het- 
zelfde oogenblik. Na hoeveel tijd zullen ze tegelijk in 
A zijn? (Bos, Alg. III, Gem. Opg. 34.) 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


We vestigen nogmaals de aandacht op no. 338 en 339 
(Vriend, 1896 , bl. 157), waarvan nog geen opl. inkwam. 


338. 


339. 


356. 


354. 


358. 


359. 


Welke van al de vierhoeken zonder inspringende hoeken, 
die een standvastigen omtrek en gegeven hoeken hebben, 
heeft de grootste oppervlakte ? C. v. p. Boscr. 
In een vlak zijn » punten gegeven. Beschrijf den klein- 
sten cirkel, die al die punten bevat. 

(Rovcnf & De ComBrrousse.) C. v. pn. Boscr. 


Van een boomstam, 10 M. lang, waarvan de middellijn 
aan het aardeinde 1 M. en op den top 0,8 M, is, en 
de specifieke zwaarte van het hout aan het aardeinde 
0,8 en aan den top 0,7 bedraagt, worden, te beginnen 
aan het aardeinde, aan vier zijden met een nulpunt naar 
den top vier stukken afgezaagd, zoodanig dat de stam 
op deszelfs topeinde een vierkant voortbrengt (beschreven 
in bovengezegden top van 0,8 M, middellijn). Men vraagt 
1°. naar den inhoud, 
20. „ de zwaarte van den stam, en 
30, „ het punt van evenwicht, om te kunnen bepalen, 
alwaar de ketting moet aangelegd worden om dezen 
stam met een mallejan te kunnen vervoeren. 
(WesrKAPPEL ) 
Men geeft 2 punten A en B, en tusschen die punten 2 
evenwijdige lijnen. Tusschen deze lijnen eene lijn MN 
van gegeven richting te trekken, zoodat AM + MN + NB 
een minimum wordt. 
(PETERSEN , 308 ) C. K 
Een lichaam valt in een put; » seconden nadat men het 
heeft laten vallen, hoort men het beneden komen. Hoe 
diep is de put, als de voortplantingssnelheid van het 
geluid a M is? 
(Mreraëris, Bekn. Lrb. d. Werktgk. $ 8, no. 6.) 
Va een A zijn de tophoek, de som der opstaande zijden 
en de hoogte gegeven. Construeer dien A. C. K, 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1341—1360. 


1341. Hoe laat is het op een uurwerk, als voor ’t eerst na 
5 uur de hoek tusschen uur- en minuutwijzer in reden 
van 1:2 verdeeld wordt door de lijn, die het middel- 
punt der wijzerplaat verbindt met het cijfer 4 ? 

(Rek. opl.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

Bij den gevraagden stand staat de uurwijzer Mu tusschen de 
5 en de 6. De hoek 4Mu, door de lijn M4 met den uurwijzer ge= 
vormd is dus 30° en nog den afstand, door den uurw. na 5 
uur afgelegd. Derhalve moet de hoek 4Mm, gevormd door de lijn 
M4 en den minuutwijzer Mm gelijk zijn aan 60° + twee keer 
den afstand door den uurwijzer na 5 uur afgelegd. De afstand 
van ’t cijfer 2 tot den minuutwijzer Mm is dus gelijk aan 2 
keer den afstand door den wwrwijzer na 5 uur afgelegd. 

De snelheden van den minwut- en den uurwijzer staan tot 
elkaar als 12 : 1. Hieruit volgt, dat de boog van ’t cijfer 
twaalf tot den minuutw. 6 keer zoo groot is als die van den 


minuutw. tot het cijfer 2. Die boog is dus ’t : van 60°, en 


wordt door den minuutwijzer afgelegd in 


6 n 60 . dere 
7 X 10 min, = 7 min. of 8 min. 


Om 8 min. over vijf bevinden de wijzers zich in den ge- 


vraagden stand, en dit is voor de eerste maal na 5 uur; 
immers, de hoek van den min.wijzer tot ’t cijfer 4 is in dit 
geval de grootste. Zou die de kleinste zijn, dan moest de 
min.wijzer meer de 4 naderen. F. K. 


Tweede oplossing. 


De lijn, die te 5 uur den / , door uur- en minuutwijzer 
gevormd, in reden van 1 tot 2 verdeelt, maakt met den 


minuutwijzer een /_ van 100° = 3 X 1509, 


De /, die deze deellijn af moet leggen, bedraagt 120°—100°=20°, 


De uurw. legt, per min. 5 af, de min.wijzer 6°, zoodat de 
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{. tusschen deze beide wijzers elke minuut Bz kleiner wordt. 


De / gevormd door minuutwijzer en deellijn, moet dan 
2 


5 X 55° Kn 350 kleiner worden per minuut, d.i. de minuut- 


wijzer moet per min. 350 meer afleggen dan de deellijn. Deze 
vordert dus per min. 6° — 30 250, zoodat na 


(20°: 25°) Xx 1 min.=8; min. de deellijn het cijfer IV bereikt 


heeft. Het is dan 85 min. over 5. HE GPRS 


Derde oplossing. 


Daar de hoek, dien de minuutwijzer met de deellijn maakt, 
2 maal zoo groot is als die, welken de uurwijzer met die 
deellijn maakt, is de afstand van den eersten wijzer tot het 
cijfer IT 2 maal zoo groot als de weg, dien de uurwijzer na 
5 uur heeft afgelegd. 

Daar de minuutwijzer 12 maal zoo vlug gaat als de uur- 
wijzer, is de afstand van ’t cijfer XII tot den minnutwijzer 
12 maal zoo groot als de weg, dien de uurwijzer na 5 uur 
heeft afgelegd, en dus 6 maal zoo groot als de afstand van 
den minuutwijzer tot het cijfer II. 


De minuutwijzer heeft dus het - van 10 min. afgelegd , 


datis 8; min. Het is op het bedoelde oogenblik dus 8 


minuut over 5. W.C. R. 


Opmerking. Een paar inzenders gaven eene oplossing door 
toepassing van eigenschappen der evenredigheden. Daar deze 
tot de rekenkunde behooren, voldoet hun oplossing aan den 
eisch: „rek. opl” Hun opl. is dan ook goedgekeurd. In- 
tusschen geven wij hun den raad, in het vervolg zulk eene 
opl. niet te geven. Ze mag rekenkunstig heeten. Maar ze is 
zeer machinaal en lijkt daardoor sprekend op eene algebr. 
oplossing. Bij de eerste zet men eene evenr. (dus eene ver- 
gelijking), bij de laatste eene willekeurige vergelijking neer 
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en volgens vaste regelen komt men aan de waarde der onbe- 
kende. Het mooie, het verrassende gebruik maken van de 
gegevens , dat is het, waardoor de rek. opl. zich onderscheidt. 
De algebr. (en ook die door evenr.) opl. werkt voortdurend 
met de onbekende (n). Ik stem evenwel toe, dat in sommige 
gevallen de grens tusschen rek. en alg. opl. moeilijk te on- 
derscheiden is. H. VERHAGEN. 


1342. Een smid meet de middellijn van een wiel en vindt 
1,587... meter. Bepaal zoo nauwkeurig mogelijk den 
omtrek van dat wiel, en verklaar uwe bewerking. 
(Rek. opl.) H. VERHAGEN.) 

Oplossing. 

De middellijn van het wiel = 1,587... M. z=3,l4l.…. 
We nemen aan, dat 1,587... zoowel als 3,141... nauwkeurig 
en te klein tot op 1 d. zijn. 

Nu heeft men de volgende becijfering : 

1,587... minder dan 1 d, te klein. 


BiA ee PENN 

3 X 1,587 = 4,761 HRS rde 
0,1 X 1,58 = 0,158 alt re Aiel Aln 
0,04x1,5 == 0,060 Re A B OE 
0,001x1 _ == 0,001 Ee LA 


nnen 


Het product 4,980 zou minder dan 9 d. te klein zijn , als 
de vermenigvuldiger nauwkeurig was. 

Daar de vermenigvuldiger minder dan 1 d. te klein geno- 
men is, zal de verwaarloozing daardoor veroorzaakt, ook min- 
der dan 0,001 X het nauwkeurige vermenigvuldigtal be- 
dragen, dus ook minder dan 0,001 x 1,588, dus zeker minder 
dan 0,002. 

Het product ligt dus in tusschen 4,980 en 4,980--0,009 0,002 
of tusschen 4,980 en 4,991, 

Neemt men dus voor den omtrek van het wiel 4,99 M., 
dan is die omtrek te klein genomen, maar nauwkeurig tot 
op 1 cM. v. D. WaL & VERBORGH. 

Tweede oplossing. 

De omtrek van het wiel wordt voorgesteld door 2ar;, 

waarin # de straal van het wiel voorstelt. 
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z nu is een benaderd getal en is gelijk aan 3,14159... 
enz. De middellijn van het wiel is 2r — 1,587... dus is de 
omtrek 3,14159... x 1,587 .… 

Vervangt men nu eerst de onnauwkeurige getallen door ge- 
tallen, waarvan men weet dat ze te groot zijn en later door 
getallen , waarvan men weet dat ze te klein zijn, dan zal 
men in het eerste geval eene te groote, en later eene te kleine 
uitkomst verkrijgen. 

De ware uitkomst ligt dan natuurlijk tusschen de twee ge- 
vonden uitkomsten. Het aantal decimalen, dat men in de 
benaderde waarde der uitkomst kan opschrijven, zal dan zoo- 
veel zijn als de beide onnauwkeurige uitkomsten gemeen hebben. 





3,142 1,586 
1,588 3,14 
25136 6344 
25136 1586 
15710 4758 
3142 4,98004 
4,989496 


De meest nauwkeurige waarde zal dus zijn 4,98 (te klein). 
J. WiIrTEVEEN. 


1343. Een graanhandelaar koopt 4 last tarwe, 5 last rogge 
en 8 last gerst. De rogge kost per last f 135 minder 
dan de tarwe en f 15 meer dan de gerst. Na eenigen 
tijd verkoopt hij alles met 10°/, winst. Had men nu 
de tarwe met guldens, de rogge met rijksd. en de gerst 
met halve guldens betaald, dan zou hij 5775 stukken 
hebben ontvangen. Voor hoeveel verkocht hij een last 


rogge? (Rek. opl.) H. VERHAGEN. 
(Hoofdacte Breda, ’96.) 
Oplossing. 
De tarwe kost per last 135 +- 15 — f 150 meer dan de gerst, 
De rogge kost per last f 15 meer dan de gerst. 


In plaats van 4 last tarwe, 5 last gerst en 8 last rogge 
kunnen wij dus schrijven 
4 last gerst J- 600 gld.; 5 last gerst + 75 gld. en 8 last gerst. 
Dit verkocht met 10 °/, winst geeft den verkoopprijs van 
4 last gerst + 660 gld. ; 5 last gerst J- 82,5 gld, en 8 last gerst, 
De Vriend der Wiskunde. XII. 8 
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660 gld, in guldens betaald — 660 geldstukken. 

82,5, … „ 'Rd. „n= 39 5 

693 geldstukken. 

Dus voor de 4 last, 5 last en 8 last blijven nog over 
5115 — 693 —= 5082 geldstukken. 

De waarden der geldst. waarmede betaald wordt (Gld. , Rd. 
en HG.) verhouden zich = 2:5:1, dus het aantal noodig om 
eene gelijke hoeveelheid lasten gerst van elk te betalen zullen 
zich verhouden == 5 : 5: lssD A eRL 

Het aantal der lasten van elk verhoudt zich echter = 4: 5 : 8. 

De geldstukken, die voor de 4, de 5 en de 8 last betaald 
zijn, verhouden zich dus —= 4X5:5 X 2:8 x 10 

= 20 : 10 : 80 =2:1;:8. 
Voor de rogge zijn dus betaald 


5082 5082 
Dus de verk.prijs van 1 last rogge was oe — 99 Rd, = 247,5 gld. 


H. & R. 


1344. Een getal van 6 cijfers heeft op de plaats der eenheden 
een 6 en laat bij deeling door 37 tot rest 22. Wat zal 
de rest zijn, als de 6 aan de linkerzijde van ’t getal 
geplaatst wordt? (Rek. opl.) v.p. War & VERBORGH. 
(Verg. ond. Rotterdam , 30 Nov. '95.) 


Oplossing. 


Stellen we de onbekende cijfers door letters voor, aldus 
abede6 Plaatsen wij de 6 vooraan, dan krijgen wij derhalve 
6abcde. 

Er is gegeven: 't getal abcde6 — 37-voud}22. 

Hieruit volgt: „ „ abcde0 = 37-voud+16 of 37-voud +90. 

Hieruit weer: „ „ abede = 37-voud+9. 

't Getal 6abede — 600000 + abede. 

Door deeling vindt men: 600000 — 37-voud + 8. 

Verder is abede — 37-voud + 9. 


Waaruit volgt: Gabede —=3T-voud 4-17. E.K, 
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1345. A, Ben C spelen en bepalen, dat zij na elk spel ieder 
de helft van hunne winst zullen afstaan voor een wel- 
dadig doel. Bij het le spel winnen B en C ieder 50 °/, ; 


bij het 2e spel winnen A en C ieder 335 o/, van het. 


geen zij na het le spel hadden, en bij het 3e spel 

winnen Á en B ieder 20 °/, van hetgeen zij na het 2e 

spel bezaten. Als A nu nog f 50,05, B f 43,45 en 
‚_ C f 114,25 bezit, hoeveel had elk dan voor ’t begin 

van het le spel en hoeveel was er telkens afgestaan ? 

(Verg. onderz. Gouda, 21 Nov. ’96.) 

(Rek. opl.) v. D, War & VERBORGH, 


Oplossing. 

Bij het einde heeft: A f50,05, B f43,45, C f 114,25. 

A en B hebben bij het 3de spel 20° , van hetgeen zij na 
het 2de spel bezaten gewonnen. Zij staan de helft van hunne 
winst, dus 10 °/, af. 

Dus 110 °/, van hetgeen A na het 2de spel bezat = f 50,05 


en EO S DMS en AAD 
A bezat na het 2de spel ee Xx f 50,05 == f 45,50 
mBossson » on rg *f4846= 30,50 


terwijl C 20°/, van f 45,50 + f 39,50 + f 114,25 — f 131,25 
bezat. 


A en C hebben bij het 2de spel 335 0], van hetgeen zij na 
het Iste spel hadden gewonnen, en daar zij de helft van 


hunne winst of 163 0/, afstaan is: 
116, o], van hetgeen A na het Iste spel bezat f 45,50 


en 1163 0), 8 en CAPS ek nr EAN 


A heeft dus na het 1ste spel 
EERSEL 45,50 =S ef 40,50 150 
nie? 350 i 


3 


8 


DR 
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C heeft dus na het 1Iste spel 7x f 131,25 = f 112,50 
terwijl B op dat oogenblik heeft 
335 o/_ van f 39 + f 112,50 + f 39,50 —= f 90. 


B en C hebben bij het 1ste spel 50° ‚ gewonnen en daar 
zij de helft v. d. winst afstaan is 125 °/, van B's bezitting — f 90, 


100 Á 
jz f 0 =zxf0=f 72 en 


125 °/, van C's bez. —= f 112,50, dus C bezat : X f 112,50 = f90 


dus B bezat 


terwijl de bez. van A — 50 °/, van f 72 + f 90 + f 39 = f 120. 
Na het einde van het 1ste spel is er afgestaan 
25 °/, van (72 + 90) gld. = f 40,50 
Na het einde van het 2de spel is er afgestaan 
165 0, van (39 + 112,50) gld. = f 25,25 


Na het einde van het 3de spel is er afgestaan 
10 °/, van (45,50 + 39,50) gld. = f 8,50 


in het geheel f 74,25. 
Cr. BARNEVELD. 


1346. Hoeveel nullen komen voor in de getallen van 1 tot 
99999? (Rek. opl.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


We schrijven de getallen van 1 tot 99999 aldus op: 
00000 , 00001 , 00002, 00003, enz... … tot 99999. 

In het geheel hebben we dan gebruikt 100000 X 5 cijfers = 
500000 cijfers. 

Elk der 10 cijfers (O ook voor cijfer rekenende) komt in 
die getallen evenveel malen voor, zoodat we op die wijze 
500000 

10 

De getallen worden echter zonder voorvoeging van nullen 
geschreven , zoodat er afgaan ; 





== 50000 nullen schrijven. 


nariie 
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voor 00000 5 nullen 


voor de get. van 1 tot 9 SA 
voor de get. van 10 tot 99 DOD LONS 
voor de get. van 100 tot 999 900 x2=1800 „ en 
voor de get. van 1000 tot 9999 9000 x1=9000 „ 


In het geheel moeten we dus maar gebruiken: 
50000 — (5 + 36 + 270 + 1800 + 9000) —= 50000 — 11111 = 
38889 nullen. v. D. War & VeERBORGH. 
î Tweede oplossing. 
In de getallen van 1 cijfer komen geen nullen voor. 
In de get. van 2 cijfers (10—99) heeft ieder 10-voud eene 
nul; dat zijn samen. . . à 9 nullen. 
is de get. van 3 cijfers (100-999) heen men 
op de plaats der eenheden eene nul in alle 10- 
vouden , dat zijn 90 nullen ; en op de plaats der 
tientallen heeft men 9 Xx 10 == 90 nullen; dat 
is samen , .… Le0mrs 
In de get. van en ciifers 1000— _9999) eeft 
men op de plaats der eenheden eene nul in alle 
10-vouden, dat zijn 900 nullen; op de plaats 
der tientallen heeft men 90 x 10 =900 en op 
de plaats der honderdtallen 9 x 100 == 900 nul- 
len, dat is samen. . . and OON. 
En de get. van 5 cijfers (1000099999) heeft 
men op de plaats der eenheden eene nul in alle 
10-vouden, dat zijn 9000 nullen; op de plaats 
der tientallen heeft men 900 x 10 == 9000, op 
die der honderdtallen 90 x 100 == 9000 en op 
die der duizendtallen 9 x 1000 == 9000 nullen ; 


EERE ete Minds des 4 36000 5 
In de get. van 1 tot 99999 komen dus 38889 nullen 
voor. W.C. R. 


Derde oplossing. 
Het aantal getallen van » cijfers bedraagt tokens 
Voor elk getal kan het voorste cijfer geen nul zijn, elk ander 


cijfer wel. Het aantal cijfers voor alle getallen van » cijfers, 


het voorste niet medegerekend, bedraagt (n—1) X cra rol 
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Onder deze komen alle cijfers O tot en met 9 in gelijk aantal 
1 


voor. Het cijfer O is dus zo ven het geheele aantal of 


(n—=1) (107 Î — 105). Om dus het aantal nullen te be- 
palen, dat voorkomt in de getallen van 1 tot 10° — 1 moet 


men voor elke groep van evenveel cijfers het aantal bepalen 
en deze samentellen. Dus: 


nk aantal == 0. 

n=, en CL Oe 

n—=ö. „ =2X102—2x10. 
‚nd, Re 0 DCH DER Dan 


n—=dD. „ AX 108 — 4 108. 
Voor de som daarvan krijgen we: 


(n—1l) 107 Lm) 10E (1-2) 1072 — (n—2) X 
103 + (n— 3) 10775 2 X 102— 2 X 101 1 X 10! —1 


= (n= 10E Ken 0 me eol ee 
Is dus » 5 dan wordt het aantal nullen: 
4 x 104 — 1000 — 100 — 10 — 1 == 40000 — 111 == 38889. 
J. WITTEVEEN. 


1347. Op de basis AB van een A ABC als middellijn is een 
halve cirkel beschreven, die door de opstaande zijden 
AC, BC in 3 bogen AD, DE, EB verdeeld wordt , 
welke zich verhouden als fl, 2,8. Bepaal het Opp. 
van A ABC, als de basis AB = 2 is. 
(Eerr, N. Verzam. II, bl. 51, No. 25.) EeeR. 
Oplossing. 
Men heeft bg AD:bgDE:bg EB=1:2:3, waaruit volgt 
dat bg AD —= 30°, bg DE = 60° en bg BE == 90°, dan is de koorde 
| BESS =S VANDEESS nl 
en AD = zijde ing. reg. 12h. =1v (2 —v3). 
Verder is A CDE A CAB, waaruit volgt 


EC:CA =DE: AB =1:2 of CE—; AC, 


CD:CB=DE: AB =1:2 of CD — 3 BC. 
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In A ACE is / E == 90°, dus 
CA? =CE? AE: =7 CA +2 


Sr CAS 6, dus CE— : As 
Nu zijn de zijden van A ABC bekend, want AB =2, 
AC=z vt en BC = BE + EC ive? 


oe PE 

en Inh. A ABC = vs (s—a) (s—b) (s—c) 

ge Vv Ee 262 6—Öt32 

ze 54 2 . 2 . ge 6 . 
gote EKD 1À 3 =1,57135… 


6 | 
EcrR. 


Ook is 
1 10/1 1 
1 A ABO=jBC.AR= 5 (3v6+r2) va=ldesrë. 


1348. ‘Wanneer men met de drie ongelijke segmenten, waarin 
de zijden eens driehoeks door den ingeschreven cirkel 
(straal —= #) verdeeld worden, een driehoek construeert, 
waarvan men de stralen der in- en omgeschreven cirkels 
door +’ en R' aanduidt, dan is r* =?2rR. 

Oplossing. 
Men heeft AE =Z=AF=s-—a, 
BD ZBF —=s—b, CD =CH=s—C. 
Men construeert nu een A A,B;C, met 

















a,=s—a, bj =s—b, Oi LOL 
zijden. 
mrd 0: p= %Ô13 
In A A,B‚C, sr == = 40 
‚ab, C‚ sate bs S 
en & = B 5 =5 
ARNE 2 Olne b, el 0010: _ (s—a) (s—b) (s—c) 
dus 2rR Sr EO Te an E 


_ 8 (s—4) (s—b) (s—c) O2 Ni He vais 
TR A KT kt 
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1349, Als in A ABC de hoogtelijnen elkaar in H snijden, is 
AH.DH=—=BH, EH=—=CH.FH. Bewijs. 
Oplossing. 
In A ABC snijden de hoogte- 
lijnen AD, BE en CF elkaar in H. 
In A AHE en A BHD is/ E == 
Le Dr e AH Hi=k ONEELIE 
(overst. //) dus AAHE» ABHD 
en AH:BH=EH:DH 
| en AH xDH-—=BHXxEH...(I) 
Evenzoo A AHF» ACHD en AH:CH=FH: DH, dus 
AH X DH OH X EH Ee 
Uit (I) en (II) volgt: AH x DH == BH x EH = CH Xx FH. 
BARNEVELD; Witteveen; F.K.; v.n. War & VeERBORGH. 


Anders. Omdat de AA ADC en AFC beide rechthoekig 
zijn (in D en F) en ze beide AC tot schuine zijde hebben, 
liggen D en F' op den ecirkelomtrek, die AC tot middellijn 
heeft. In dien cirkel zijn AD en CF koorden, die elkaar in 
H snijden: Dus is AH xDH=S=CHXEH …. (1) 

De AA BEC en BFC zijn beide rechthoekig (in E en F') 
en hebben beide BC tot schuine zijde. E en F' liggen dus op 
den cirkelomtrek , die BC tot middellijn heeft. In dien cirkel 
zijn BE en CF koorden, die elkaar in H snijden. Dans is 

BH X HH == CHI EH EE Ne An 

Uit (I) en (II) volgt: AH x DH = BH Xx EH —= CH'x FH. 

W.C.R.; A. G.p. B.; v.p. War & VeRBORGH. 





1350. In een A ABC worden de medianen getrokken en met 
deze medianen tot zijden wordt een A A,B,‚C, be- 
schreven. Bewijs nu, dat de medianen in A ABC, 


gelijk zijn aan d der zijden van A ABC. 
Oplossing. 


In A ABC zijn AD, BE, CF de medianen. Omdat in een 
A elke mediaan grooter is dan de som der beide andere en 
tevens kleiner dan hun verschil, kan men met de zwaartelijnen 
altijd een A beschrijven. Verder is in elken A het vierkant 
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eener zwaartelijn gelijk aan de 
halve som der vierkanten der aan- 
liggende 2 zijden, verminderd met 
het vierkant van de halve zijde, 
die zij middendoor deelt. 
Noemen we nu in A ABC de 
zijden a, b en cen hare medianen 
AD =d, BE =e en CF =f, dan zijn in A A,B‚C, de 
zijden d, e en f en hare medianen z, y en z. Men heeft nu 


1 1 1 1 
3 == 2 alen ty 2 —_(e2 Vk 
d=b + ec?) ze ene =z € Hf?) 2% 





1 1 1 1 
Demmer 2 eN ek 2 (d2 EE VE 
ae (0 Jc?) zb en y= (d + f2) ie 


1 1 1 1 
Bra fak | 2 == (dd | 
f g (U J- 52) ze en 2 =z(d Je?) 28 
Substitueert men nu de waarden van d?, e? en f? in die 
van z?, y? en z?, dan vindt men dat 


9 9 
2 n2 en eht 2 — ___r2 
hin io PN TD 
3 3 3 
dus pn ried eid Ams 


Tweede oplossing. 


Zijn AD, BE, CF de medianen in A ABC, dan is 
FD= AC, DE = „AB on FE — ; BC. 

Verlengt men FE met EG = FE en trekt men DG en CG, 
dan is CG = DE —= en // AF, dus AG =CF, en EG = en 
|I BD, dus DG =BE; derhalve is A ADG 2 A A,B‚C,. 

In dezen A zijn AK, DH en GI de medianen. 

CDEG is een parallelogram, waarin CE en DG de diago- 


palen, (K snijpunt) dus EK —= KC = ZAC ‚ dus AK = S AC. 


2 1 3 
2 1 3 
DE =; DH — BF —=z AB, dus DH —=,AH. 


J. WrirrteEvEEN ; Cr, BARNEVELD. 
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1351, Men vraagt den inhoud te berekenen van het kleinste 
cirkelsegment, dat van een cirkel met een gegeven 
straal = R wordt afgesneden door eene koorde, die 
een boog van 108° onderspant. 

(Ex. Hoofdeursus 1894.) A. G. p. B. 
Oplossing. 


Zij AB eene koorde, welke een boog van 108° onderspant. 
Trek de middellijn BC, dan is boog AC 72°, dus is de koorde 
AC de zijde van den ing. reg. 5-hoek. 


Ansi vAC zR (10 — 2 5). 
AB? —= BC?-—AC? = 4R2— ‚Re? (10—2/5) = ï R? (6+21/5) 


dus AB = SRG 425) = SR). 
Laat uit het middelpunt M de lijn MD / AB neer, dan is 
MD 5 A Oe zE gehe Trek MA, dan is 


sector MAB = 2 zR* == TX 3,14159 R? = 0,94248 R? 


= a R2y(104-2/5) —= _ 0,47552R? 


Dus segment = B z — S10 J- 25) R2 —= 0,4669 R? 
W.C. B. 
Tweede oplossing. 


zij AB eene koorde, welke een boog van 108° onderspant. 
Trek de stralen MA en MB, alsmede de lijnen MC en MD zoo, 
dat / AMD —=/ DMC = / CMB = 36° is. 

In A ACM is / A 36° en de andere hoeken zijn elk 72°, 
Dus is CM de zijde van den ing. reg. 10-hoek. 


CM is dus = SR(- 1415). 


Laat AE | neer op MC, dan is ME = ; MO =i R(—1l+Fr’5) 
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AE*= AM?—ME?—= R?— Re R: (6-25) = Ee R(10421 5) 
dus AB= 7E (10 + 21/5). 
IS AMC = MOAB =jR(—1 45) Xj Ri(10 + 25) 


= RL) 10 +25). 


A BMD is evengroot. 
A MCD A AMC, daar zij de hoeken 2 aan 2 gelijk hebben. 
Dus A MCD: A AMC = MC? : MA? == 


—{R(6— 25): R° =5 E45). 
Dus A MCD = 5 (3/5) X an R2 (1-5) (LOH2 5) 
ZR (210 +25). 
NABM = AAMO + ABMD-—A MCD = 2x A AMC—AMCD 


= : R2 (1-5) (104-205) — ER (-24v 5) (1042 5) 


=iR: (104-215). 


gg 
108 3 
Bek en, nl 9 
Sootor AMB — joor R?= ij X 314159 R? = 00448 R° 
A ABM =— ZR? (10 +215) = 0,47552 R? 


Dus het segment —= 0,46696 R?. 
W.C. R. 


1352. Een A te constueeren, als gegeven is de tophoek, de 
tophoekbissectrix en de hoek, dien deze lijn met de 
grondlijn maakt. (VersLuvs, Meth.,S 69, 1) %. 

Oplossing. 

Analyse: Zij A ABC de gevr. A, dan zijn bekend de 
top/_ C, de bissectrix CD en Z ADC. Van A ADC kennen 
we dus de zijde CD en de aanl. // evenals van A BDC , 
daar / BDC == 180° — / ADC is. We komen nu tot de vol- 
gende constructie : 


Construeer A ACD uit CD 
en de aanl. //, verleng dan 
AD, maak /, BCD =/ ACD 
== de halve top/ C en trek 
CB door tot ze AD in B 
snijdt, dan is A ABC de 
gevr. A. 

ate Bewijs. Dat A ABC de 
gevr. A is, volgt hieruit, dat de gegevens , benoodigd voor 
de constructie, de vereischte grootte hebben. 

Bespreking. Opdat A ABC bestaanbaar zij, is noodig, da- 
LACD+/ ADC { 180° is; verder moet CD > de loodlijn 
uit C op AB neergelaten zijn. Is de gegeven / ADC —= 90°, 
dan zal A ABC gelijkbeenig zijn, daar dan de loodlijn, op 
de basis neergelaten, tevens tophoekbissectrix is. 

J. WiITTEVEEN. 





Tweede oplossing. 


Trek in een cirkel een koorde DE, zoodat bg DGE == 2 Xx 
het aantal graden van den gegeven tophoek bevat. Deel 
bg DGE middendoor en trek uit het deelpunt G de koorde GE, 
met DE een hoek makend, gelijk aan dien, welke de bissectrix 
moet maken met de basis. Trek DF en EF, dan voldoet 
A DEF aan de le en aan de 3e voorwaarde. Verleng de 
bissectrix FH door F' tot C, zoodat HC gelijk is aau de ge- 
geven bissectrix, en trek CA en CB resp. // aan FD en FE, 
dan is A ABC de gevraagde A. Wi B: 


1352*., Een A ABC te construeeren, als gegeven zijn de top- 
hoek C, de bissectrix CD’ van den buiten/ van / C en 
LCDB, dien CD' met het verlengde der basis maakt. 


Oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde A, CD’ de bissectrix van het 
supplement van den gegeven top ACB. Z D'CB, als halve 
supplement van / ACB kan worden geconstrueerd. Dan zijn 
van A ACD’ bekend: eene zijde CD’ met twee aanliggende 
ZZ ACD’ en ADC. Wij hebben dus de volgende constructie : 

Construeer het supplement van / ACB en deel dat midden- 
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door. Construeer een / ACD’ = / ACB + / BCD’ (halve 
supplement van Z/ ACB). Neem CD’ == de gegeven lijn CD’, 
en construeer / CD'A == / CD'B. 

Construeer in A ACD’ met C als toppunt en CA als been, een 
hoek == den gegeven / ACB. Dan is A ABC de gevraagde A. 

De constructie is mogelijk, als 4 D'’ miet gelijk is aan 
't halve supplement van den top/ C — in dat geval loopt 
D'A // CA en kan er geen A ontstaan — en niet grooter is dan 
t halve supplement, want in dat geval snijden CA en D'A 
elkaar aan den anderen kant van CD' en ontstaat er een A 
met andere //. F. K. 
1353. Als de beenen van een hoek twee cirkels snijden, zullen 

de verlengden der koorden van de bogen, welke tus- 
schen de beenen van den hoek liggen, een koorden- 
vierhoek vormen. Bewijs. | 

Oplossing. 

Als de beenen AB en AC van Z BAC de cirkels O en O' 
respectievelijk in D, EF, H, K en E,‚,G, 1, L snijden, dan 
moeten de verlengden der koorden der bogen DE en FG op 
cirkel O met IH en KL op cirkel O' een koordenvierhoek vor- 
men. Verleng de koorden HI en KL tot zij de verlengden 
der koorden DE en FG ontmoeten, dan verkrijgt men den 
vierhoek MNPQ. (AKHFDB, ALIGEC, MDEQ en NEGP 
liggen successievelijk op dezelfde rechte lijnen.) 

De 2 vierhoeken DEGF' en HILK zijn ingeschreven vier- 
hoeken, dus is / QEG=/Z DFG (of == aan zijn overstaan- 
den / NFH), omdat deze 2 // hetzelfde supplement hebben ; 
evenzoo is £ QLI == 4 IHK (of = aan zijn overstaanden /_NHF). 

De 2 AA NFH en QEL hebben dus 2 4/4 ==, bijgevolg 
zijn hunne derde // FNH en EQL ook gelijk. In den vier- 
hoek MNPQ zijn dus de ZZ N en Q elkaars supplementen , 
zoodat vierhoek MNPQ een koordenvierhoek is. 

Uitzondering. Als de bissectrix van / A door de mid- 
delpunten O' en O gaat, staan de koorden KL, HI, FG en 
DE alle Ll op de bissectrix AO’O en zijn dus onderling //. 
Er wordt dan geen vierhoek gevormd. 

De eigenschap is dus algemeen waar, als de 
verlengde koorden KL, IH, FG en DE elkaar snijden, 
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1354. Van een trapezium zijn bekend, behalve de bovenzijde, 
de loodlijnen uit de twee bovenste hoekpunten op de * 
zijden neergelaten (of op hun verlengde). Bereken de 
basis. (Adelborst 1889.) 

(VersLuvs, Hndb. Vl. Mtk. S 261, 17.) 
Oplossing. 

Zij ABCD het trapezium, de bovenzijde CD = 5, de lood- 
lijnen op de grondlijn DE = CO ==, die op de beenen DF = » 
en CG == m. 

Trek CL // AD, dan is ADCL een parallellogram; trek 
LM | AD, dan is LM =CG == me, dus 
Inh. par. ADCL = AD .LM = En DE 

of ADAMS 


l, 
s men baja Kamma 
In A CLO is nend arke —t=b(&-—1) 


2 
2 
n LO=tiV (5-1). 


Trek DK // BC, dan is BCDK een parallelogram; trek 
KN .t BC, dan is KN =DF =r, dus 


| CL= AD 
mm 


Inh. par. BODK — BO RKN ES EA 00 de 
BC = 
of BU.n == 
In A BCO is BO? = BC* — gore or dd 


en BOV (751) 


en AB—= AL J- LO + BO = 


AE dane 


Tweede oplossing. 

Geg.: BC=5; BE.LCD=h,; CF LAB =h; CG _LAD 

=h, ; ABCD is een trapezium. 

Gevr.: AD te berekenen. 

Oplossing. Trek BH Ll AD, dan is BH == h,. Verder zijn 
L.ABH==/ BCF = 4 GCD = Z CBE, omdat hunne beenen 
‚L op elkaar staan , dus 

AABHm ABCF en ADCGm A CBE. 
AH : BF =BH:CF DG : CE — CG: BE 
AH: v(b?—h?)= h,:h DG :v(b? hi) = hath, 
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amb — ht?) pa = bar (62 —h3). 


h 
Verder is HG =BC=Zb, en 
AD = AHHHG-H-GD = bh, zv (lth?) + ren). 


J. re aen 
er it 
1355. Herleid: (16-4601) — (16 —617) ° 
(Cadet, 1896.) 





Oplossing. 
-À -$ 
(164-617) —(16—677) = 
RG’ 1 1 1 1 
VIS +67) v(l6- 61) 3Fv1 3 Sn 
BBE SH Te 
OTE 


J. WITTEVEEN. 


1356. Los # op uit de vergelijking : 
vld-4r—yvl4r =de. 
(Cadet , 1896.) 
Oplossing. 
In de opgave staat 
vld 4e rl — br =de 

of O=4rz, waaruit z == 0. 

Blijkbaar is eene fout in deze opgave geslopen en had ze 
moeten zijn: v (1 J- 42) — (1 — 4) = 4y/o. We vinden dan 

(1 4 4w) — 2 (LH 4e) (1 — Aw) H (1 — 42) = 162 


2—2v(l + 4e) (1 — 42) = 16x 
of 1—8r=rv (1 + 4e) (1 — 42) 

1 — 164 J- 644? —= 1 — 162? 

807? — 164 = 0 


162 (5x — 1) =0, waaruit 
16z ==0 en 5e — 1 =0 
0 20,2. Alleen #0 voldoet. 
DEELMAN; Witteveen; v. D. Wan & V. 


1357, Bepaal door middel van logarithmen de waarde van 


0,234 
x uit de vergelijking: x= p0,00250,00895. 


(Cadet, 1896.) 
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Oplossing. 
0,00895 179 
ûb vo, Ona 00895 _ (0025 P°* —0,0025 
log « = 2055 Sos 0 0025 = ze log ze bn ze X — log 400 
—loger = Den Lans 400 = 0 X 2,60205999 


log (— log x) = log 179 + log 2,60205999 — log 4680 
log (— log z) —= 2,25285303 + 0,4153173 — 3,6702459 
log (— log #) = 0,99792443 — 2 
— log # — 0,0995232 
log — — 0,0995232 == 0,9004768 — 1 
© — 0,7952007. 
A. G. pn. B.; v. Dn. War & VerBorGH. 


1358. Iemand brengt een kapitaal groot f 5000 naar een 
bankier, die geld opneemt tegen 3,5 pCt. 's jaars. Hij 
vraagt telkens na verloop van een jaar — gedeelte terug 


van de som, die hij dan bij den bankier te goed heeft 

en bij het einde van het 25ste jaar het geheele te goed, 

dat alsdan f 2256,50 bedraagt. Hoe groot is p? 

(Breda , 1896.) 

Oplossing. 
Na 1 jaar is het En geworden 1,035 X f vO 
Hiervan vraagt hij — Ì gedeelte terug, zoodat 1 —5 of Ee 
gedeelte bij den bankier blijft staan. 
Gedurende het tweede jaar staat bij den bankier dus 


AAD, 1,035 X f 5000, welke som bij het einde van het 2e 
jaar 1,035 maal zoo groot geworden is, zoodat het kapitaal dan 
P— 1 10835? Xx f5000 bedraagt. 

v 


É ged. 





5 ged. neemt de eigenaar weer terug. Derhalve B 
blijft bij den bankier staan. Gedurende het 3e jaar staat dus 
ee 2 
(Es) x 1,085? X f5000 uit, welke som bij het einde 


van het 3e jaar weer 1,035 maal zoo groot geworden is, én 
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dus dan E) ‘x1 ‚035% x f 5000 bedraagt. Hier gaat weer 
E af, zoodat bij het begin van het 4e jaar 


gs 3 
(5) X 1,035% Xx f5000 hij den bankier staat. 


Aldus voortredeneerende vinden we: 
bij het begin van het 25ste jaar staat nog bij den bankier 


Es 24 
(2) Xx 1,03524 x f 5000, welke som bij het einde van 
p 


En 24 
het 25e jaar (2) X 1,035?5 Xx f 5000 geworden is. 


Daar de eigenaar nu f 2256,50 te goed heeft, is 
sld 24 ; 
en) x 1,0352s x f.5000 = f 2265,50. 


DE (2=!)""= 2256,50 _ _ 04518 … 
Bere T 1,03525 x 5000 ” 1,03525 
1 


24 log £ 5 == log 0,4513 — 25 log 1,035 — 23,2809578 — 24 














log LL — 0,9700399 — 1 en LL —0,93334 
p p 


waaruit 1 5 — 0,93334, 0,06666 =; en p=15. 
v. D. War & VeERBORGH. 


1359. Voor welke waarden van # geven 
3r—10 1108 162 —1 
erna nn 

een geheel positief getal ? 
(Acte-ex. Wisk. 1671.) 


Oplossing. 


Zullen de 3 vormen geheele getallen zijn, dan moeten we 
hebben : 3x — 10 == 7-voud; 3x == 7-voud +10 
1lz + 8 =17-voud; 11x = 17-voud + 9 
16 — 1= S-voud; 167 = 5-voud + 1. 
Of anders: 3x == 7-voud J 24, dus #—= 7-voud +1 
1lz =17-voud + 77, dus e = 17-voud + 7 
16x = 5-voud +16, dus s= 5-voud +1 
De Vriend der Wiskunde. XI. 9 


of 
Nu hebben we: 


17 == 17-voud 
34 = 17-voud 
4170 = 1Î7-voud 
204 = 17-voud 
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zg 7 == 17-voud —=7-voud + 1 =5-voud +4. 


== J-voud + 3 = 5-voud + 2 
== 7 voud +6 = 5-voud +4 
== T-voud + 2 = 5-voud 


== T-voud J- 1 = 5-voud + 4. 


211 = 17-voud J 7 = 7-voud 1 = d-voud +1 
zoodat rs — 211 4-595p, waarin p—=0, 1, 2, enz. en 595 














t K.G.V. van 5, 7 en 17 is, J. B. BAKKER. 
Tweede oplossing. 
3 —10 1e 8 167 — 1. 6 
Stel am ggn en 5 ==U4, dan is 
3x — 10 =7y 1lr 4-8 = 172 16x — 1 =5u 
3r = Ty + 10 Ils = 172 —8 167 = 5u + 1 
z=y3 LEE En melt 


Deze waarden moeten nu geheel en positief zijn. 








Ee A 

Bend tf rens 

y=3al 32=1lh4 b=3ehl 5u=l6d1l d= Sep! 

x= Tati zb u3d SE 
z=lle +5 Ui azie 
x= 1e J-7. 


We krijgen dus: 
Tad 1=lie J7 


be == 17e J-6 (onbepaalde vergel.) 





Eras TENOR == 3eH+ dn el, Fie El 

O=lie—5ehb e=1l7g +8 2e = 5f—l in 
Rear Lenn 
e—=5g +2. 

Ta = 5e = 859 +40 a= 129464 Ln Lik g=tht2 


Dus wordt nu: a = 85hH-30; ec —=35hH12; e =119n442. 
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Voor h==0 wordtnu: a= 30, c=12, e= 42 en dus e= 211 595 
Oe Ca lo l, d- 161, MI 806 
„ hz? „ „ 4@=200,c=82,e=280 , „ e=1401 | 595. 
Hieruit besluiten we dus, dat rz kan zijn elke term der 

rekenkundige reeks 211, 806, 1401 ,.... enz., waarvan het 

verschil 595 bedraagt. J. WirreveenN. 


1360. Hen vaas, gemaakt uit een mengsel van goud en zilver, 
en wegende 12 HG., verliest in het water gewogen 1 
HG. van haar gewicht. Hoeveel goud en zilver is er, 
als het soortelijk gewicht van goud 19,258 en van 
zilver 10,474 is? (Acte-ex. Wisk. 1871.) 
Oplossing. 
Daar het gewichtsverlies 1 HG. is, is de inhoud van de vaas 


5 dM* of 100 eM?. Was de vaas geheel van zilver, dan zou 


ze 100 Xx 10,474 G., == 1047,4 G. wegen; ze weegt echter 
12 HG. — 1047,4 GC. of 152,6 G. meer. 1 cM3 goud weegt 
19,258 G. — 10,474 G. — 8,784 G. meer dan 1 cM? zilver; 
zoo vaak we dus 1 eM* zilver door 1 cM? goud vervangen, 
wordt het gewicht 8,784 G. meer; we moeten dit dus 





Sr 17,37249,,, maal doen, zoodat de vaas 17,3725 cM: 
) 

goud en 100 eM3. — 17,3725 cM3 — 82,6275 cM? zilver bevat, 
of 17,3725 x 19,258 G. —= 334,5 GH. goud 

en 82,6275 x 10,474 G. —= 865,4 G. zilver. 


BARNEVELD ; J. GRAVER. 
Tweede oplossing. 

Daar de vaas 12 HG. weegt en in water gewogen 1 HG. 
van haar gewicht verliest, bedraagt haar volume 100 cM3 
en haar S.G. 12. 

't S.G. van goud is 19,258 — 12 + 7,258. 

't S.G. van zilveris 10,474 — 12 — 1,526. 

De hoeveelheden goud en zilver zijn omgekeerd evenredig 
met deze verschillen en staan dus tot elkaar als 1,526 tot 7,258. 

De hoeveelheid goud bedraagt dus 

1,526 409 12287 


EE 0 DEET RN den BCe 
1,526 + 7,258 Xx 100 eM 17-05 cM 334950 Gram, 
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en de Horen zilver 


689 9673 
100 eM* — 17,00 cM3 —= 82058 cM3 — 86531550 Gram. 
Wissen 


Derde oplossing. 
De vaas verliest 1 HG. van haar gewicht, dus is de inh. 
der vaas 0,1 dM?. 
Stel nu, dat het mengsel bestaat uit z KG. goud en y KG. 
zilver, dan is: 


ERD ETE + 10 oai eu 
10, 4TAr +19 258y — —= 20,1708292 
10,474x J- 10,474y —= 12,5688 
8,784y = 7, 6020292 
y= 0,86544 en # = 1,2 — 0,86544 — 0,33456. 
Er is dus: 0,33456 KG. Bad en 0,86544 KG. zilver. 
J.B. Bakker; v.n. W.& V.; A. G.p.B.; F.K.; J. Witteveen. 





INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

353. Binnen een cirkel is een punt P gegeven. Men vraagt 
door dit punt twee onderling loodrechte koorden te 
trekken, die tot elkaar staan als twee gegeven lijnen a en ó. 
(Smrrs , Meetk. vraagst. 1011) emt 

Oplossing. 

Laten AB en CD de 2 gevraagde koorden zijn, die elkaar 
in cirkel M rechthoekig in P snijden, en welke zich verhou- 
den als twee gegeven lijnen a en &, 

Trek de middellijn EMPF, stel straal ME —= MF = R en 
MP =c. Zij AP—=p, PB—=gq, CP=r en DP =s, dan is, 
volgens het theorema van ARCHIMEDES, 


pr +qthridstz4R?. (I) 
Verder is: pg = rs — PE X PF = (R +0) (R—c) = Rr ne 
dus 2pq Hrs —=Apg =AR?— 4e? . . « « (II) 


Door optelling van (LI) en (II) vinden we 
pt Jg? + 2pg +2 H8t H2rs=BR? — 402, 
of pH 9)? H(r H- 5)? = ER? — 4e, 
of AB? + CD? == 8R? — 4c?. 
Maar AB:QCD=a:5, dus ook AB? : CD? = 4? : b? 
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en (AB? +CD?): (a? Jb?) =AB?: a? 
of (BR? — 4c?): (a? Jb?) == AB? :a?, 
dus 2v(2R? —Cc2):r (a? Jb?) =AB ta, 


derhalve she eh 
v(a? + b°) 

De koorde AB is nu te construeeren. 

Trek uit een willekeurig punt A, van den omtrek eene 
koorde A‚B, = AB, laat MG! A‚B, neer, beschrijf uit M 
als middelpunt met MG tot straal een cirkel en trek aan dezen 
cirkel een raaklijn, die door P gaat en den omtrek van cirkel 
M in A en B snijdt, dan is AB een der gevraagde koorden. 
Trek door P loodrecht op AB de koorde CD, dan is deze de 
andere gevraagde koorde. 

AB en CD verhouden zich dan als a en à. 

Er is in t algemeen aan den cirkel MG nog een 2e raak- 
lijn te trekken, die door P gaat, zoodat we nog 2 koorden 
vinden, die zieh verhouden als a en 5. Deze 2 koorden heb- 
ben dezelfde lengte als AB en CD. 

Is P raakpunt aan cirkel MG, dan heeft men maar één 
paar koorden. 

Cu. BarneveLD; F.K.; H. A. v. BEUNINGEN) v. D. Wan & Vers. 


Eene eigenschap van den cirkel. 

1. Een cirkelomtrek is door de punten A, Ben C in 
drie gelijke deelen verdeeld. Als men deze punten verbindt 
met een punt P van den omtrek, dan is 

AP — BP + CP = 0. 

Bewijs: Maak bg BD = bg AP en trek de koorden BD en 
CD; zij E het snijpunt van CD en BP. Uit 

bg AB = bg BC = bg AC == 360°: 3 = 120°. 

bg DP == bg DA--bg AP — bg DA +bg BD = bg AB — 120°. 
volgt : MRBDO EA BPO ==: 1200 1:23 — 602, 

Z DBP = / DCP == 120° : 2 == 60°, 
A BDE en A PCE zijn dus gelijkzijdig, alzoo is: 
EP = CP 
BE = BD 
EP + BE = BP = CP + BD —= CP + AP 
waaruit AP — BP + CP == 0. 
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2, Hen cirkelomtrek is door de punten A,‚B,C,D en E 
in vijf gelijke deelen verdeeld. Als men deze punten verbindt 
met een punt P van den omtrek, dan is 

AP — BP + CP —DP + EP =0. 


Bewijs: Maak bgBF—=bgAP, bg DG =bgEP en trek 
de koorden BF, DF, BG en DG. | 
bg AB = bg BC == bg CD = bg DE = bg AE == 360° : 5 = 720, 

Uit deze gelijkheden volgt: 

„BEH == / BHE SS 420 
VAPH ie JARI HEN 2 
LOPKL ZIE DK SR EN 
DCL =DE == 29 
KBPS AKP B sb) 
LEMEB == VeMDE A0 
/AMAK Sz AMRES DS 
Al Os DEN 0 

De AA BFH, PHI, PKL, DLG, MBF, MIK, KBP en 
IFC zijn dus geliĳkbeenig, alzoo: BF —= BH, IP = HP, 
KP=LP, DG =DL =PE, waaruit volgt: 

BF JIP KP4DG=BH JHP JDL JLP of 


APHIPJ-KPJEPZ=BPIDP . . . « « « (1) 
Uit de gelijkb. A A MBF en MIK volgt: BK=IF . . . (2) 
Uit de gelijkb. A A KBP en IFC volgt: BK = KP, IF =IC (3) 
zoodat (zie 2en 3) KP —=IC. Substitueert men in (1) voor 
KP de waarde IC, dan komt er: 
AP + IP IC+EP —= BP + DP of AP+CPEP = BPHDP 
of AP — BP + CP — DP + EP = 0. 


3. In ’t algemeen heeft men: 

Als men een cirkelomtrek door de punten A, B, C, D, E‚... 
in n (n oneven) gelijke deelen verdeelt en die deelpunten 
verbindt met een willekeurig punt P van den omtrek, dan is 

AP —BP JCP —DP +EP..,.=0. 

+ Bewijs hiervoor kan geleverd worden met behulp van de 

goniometrie. 


Voor „ even geldt bovenst, eigenschap niet. 
J. Koov, 
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De formules voor de rekenkundige reeksen. 


De elementen, die bij de rekenkundige reeksen het meest 
op den voorgrond treden, zijn de eerste term a, de laatste 
term Z, het verschil v, het aantal termen „ en de som S. 
De vraagstukken, die op de reeksen betrekking hebben, be- 
staan meestal daarin, dat eenige dier elementen gegeven 
zijnde, gevraagd wordt de andere te berekenen. 

We zullen deze vraagstukken in systematische volgorde 
behandelen. 

De bedoelde elementen zijn 5 in getal. De formules, die 
als grondslag dienen, zijn de bekende betrekkingen : 


1) zat (n—1)v; 2.) S= (ah) 


In deze formules worden de elementen / en S elk uitge- 
drukt door eene verbinding van drie andere elementen. In 
het algemeen kan een rekenkundige reeks niet door minder 
dan drie gegevens uitgedrukt worden; bijvoorbeeld de eerste 
term, het verschil en het aantal der termen. Wordt alleen 
de eerste term a en het verschil v gegeven, dan zijn alle 
termen bekend; men kan tot in het oneindige voortgaan met 
het opschrijven van de waarde der termen. Maar door deze 
beide gegevens is de reeks nog niet bepaald. Wanneer men 
bedoelt, dat de reeks tot in het oneindige zal voortloopen, 
dan moet dit er uitdrukkelijk bij worden opgegeven, en dan 
dient deze opgave als derde gegeven: n=. Bij de reken- 
kundige reeksen heeft in dit geval echter de som en de laatste 
term geene beteekenis, daar ze, onafhankelijk van de getal- 
lenwaarde der termen, beide positief of negatief oneindig groot 
zijn, al naar het verschil positief of negatief is. Evenmin 
kan men uit den eersten en den laatsten term het verschil 
bepalen, als niet òf het aantal der termen òf de som tevens 
bekend zijn. 

Men heeft dus drie gegevens noodig als uitgangspunt en 
het is nu de vraag, in ieder geval uit drie der elementen de 
beide andere te berekenen. 

5.4.3 
1.2.3 





Daar men uit de 5 gegevens = 10 verschillende 
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drietallen kan vormen, doen zich voor de berekening 10 ge- 
vallen voor. Ze zijn: 
Gegeven : Gevraagd : 


1. av nS 
2. avn lS 
3. avs ln 
4, a ln v S 
De á lp vn 
6. ans vl 
d. v ln a S 
8, vlS an 
9, vnsS del 
10. lnS av 


De berekening is het gemakkelijkst, als men ze aldus inricht. 

Men schrijft de twee boven aangeduide grondformules op. 
Men heeft dan twee vergelijkingen, die elk 4 der elementen 
bevatten. Moet men nu van die elementen bijv. v, l en S 
als gegeven beschouwen, en a en ” berekenen, dan elimineert 
men voor de berekening van a, de grootheid » tusschen de 
beide vergelijkingen. Het resultaat van de eliminatie is een 
vergelijking tusschen de 4 elementen v, /,$S en a. Daaruit 
is de waarde van a gemakkelijk te bepalen. 

1. Gegeven: a, v, U; gevraagd: n, S. 


lzat(n—l)v = nad. 


We elimineeren S tusschen de beide vergelijkingen. Deze 
eliminatie is hier al zeer gemakkelijk, daar S in de eerste 
formule niet voorkomt. We kunnen dus voor n de tweede 
ter zijde laten en vinden : 

Id-v—a lado al 
== S=. ; 

v v 2 
2. Gegeven: a, v, #5; gevraagd : /, S. 
Tad (n —1)'o S= (at) 
We vinden / weer terstond uit de eerste formule 
zat (n—l1)e. 
n nl 


Verder S=; 2atn—tof=n (a do. 2 ). 





n 
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3. Gegeven: a, v, S; gevraagd : /, #. 
ad (n—1)v S= Gat. 


Voor de berekening van / hebben we # te elimineeren. 
We vinden: 
Bea Ee n 
BE nT S= — at Jv(a +!) 
12 4 vl —(2WS Ja? — va) = 0 


v uv: 
Ne med 2 
9 + v (28 a) +a 


n= 





l 


Il 


] dr Ansel EE AT ARR 
== zeke ak Vo == 1 
n nk 3 zt) a z +” (28 a) +a 
4. Gegeven: a, l, #5 gevraagd: v, S. 

l=z=ad(n—l)v Sz (a+). 


Uit de eerste vergelijking vinden we: 
Üe 


On 





7 verder is S= 5 (a + l). 

5. Gegeven: a, l, S; gevraagd: v, #. 
lzat(n—l)v S= (a +1) 

Uit de tweede vergelijking hebben we: 








RT ES Wes la __ La? 
atd’ TON BR de 
al 


6. Gegeven: a, ”, S; gevraagd: v, l. 


—=ad(n—ljv S= (a +1). 


Om »v te vinden, elimineeren we 


< 





28 B 
ont Veni U (8 — an) 
S=5 2a +(n—l)of;s v= TE PVC 
rn ern ML 
n n 


4. Gegeven: v, l, #5 gevraagd: a, S. 


zate  S=zlati} 
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We vinden a uit de eerste vergelijking 


a=l—(n—l)v; verder Ss Lj— nel. 
8. Gegeven: v, l, S; gevraagd: a, » 
l=zad-(n—l1)v Sj (a +1). 
Om a te vinden, elimineeren we %. 
Et Est 2 a? dav lw=2vs 
ar — av — (U? + lW — 28) = 0 


En Zi) — 8 


a v 10 AE) EN 
9. Gegeven: v,n, Ss 


ns 





gevraagd: a, 4 





l=a dt (n—1)v Sz (a +). 
Om a te vinden, elimineeren we 
S= |2a +{ a 
I=i Teef 
10. Gegeven: l, n, S; oa a, % 
lz=ad(n—l)jv Sz (a +}. 
We vinden a uit de tweede vergelijking 
KE dt verder is 
n 
LE ie; e= 
Recapitulatie. 
Gegeven : Men vindt: 
RR be in eere a Jl 





v „42 
a,v,n Vzad(n—-l)v s—n(atr. 25E) 





Gegeven : Men vindt: 


3 a,0,8 1= — 








l —a n 
4, a,l‚n | S= zat) 
12 —a? 28 
5. qd, l,S PEN Ie an il 
__ _2(S — an) 25 
bra, n, 8 mr 0) He A0: 
Eene Ot sb pn 1 az=l—-(n—1)v SZ 20de 


v v 3 
8. v,1,8 a=Za V(Z+7) — 28 
nii Ze ( (:+5) )” — asl 


PENS. amie (no | 


pe. Et el 
_ 28 he 
10. l, n,S Bl nl) 


T. BRANDENBURG JR. 
(Zie ook: „De Vriend der Wiskunde”, X, 1895, no. 1091, 
bl. 71, en VI, 1891, no. 655, bl. 168 de meetk. reeksen.) 
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MAXIMA EN MINIMA. 
Bepalingen. 

1. Eene grootheid, die steeds dezelfde waarde behoudt, is 
eene bepaalde (constante) grootheid. 

Eene grootheid, die alle bepaalde waarden in zich bevat, 
is eene onbepaalde (veranderlijke) grootheid. 

Als aan eene veranderlijke grootheid eene bepaalde waarde 
gegeven wordt, wordt zij eene constante. 

Onder al de waarden, die men aan eene veranderlijke groot- 
heid geven kan, is er eene, die de haar onmiddellijk vooraf- 
gaande en haar onmiddellijk volgende waarden overtreft. Deze 
waarde heet maximum. 

Zoo heet ook eene waarde, die kleiner is dan de haar on- 
middellijk voorafgaande en onmiddellijk volgende waarden, 
minimum. 


Meetkundige eigenschappen. 

2. Tusschen de punten A,‚......…. ‚B kunnen verschillende 
lijnen getrokken worden. Al de lijnen, die men aan den boven- 
kant der stippenlijn trekt, verschillen onderling in lengte, 
Evenzoo is zulks het geval met de lijnen, die men onder de 
stippenlijn trekt. 

Men kan — als eene lijn aan den bovenkant getrokken is — 
aan den onderkant eene gelijke trekken en omgekeerd. 

Onder al die lijnen echter is er eene, die kleiner is dan al 
de overige, zij is de kortste, hare lengte is minimum. 

Deze minimum lĳn heet rechte lijn. 

AB. Tusschen de punten A en B is de rechte 
AB de minimum lijn. 

Eene maximum lĳn valt tusschen de punten A en B 
niet te trekken. 

3. Trekt men uit een punt A buiten eene 
rechte gelegen eene rechte AB naar een 
punt B dier rechte, dan wordt de rechte 
AB door de punten A en B begrensd. Laat 
men nu de rechte AB om het punt A in 
de richting van B naar C draaien, dan 
verandert hare lengte bij elken verschil- 
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lenden stand, dien zij inneemt. Zij wordt eerst steeds kleiner 
tot dat zij haar kleinste lengte heeft bereikt. Dit heeft plaats, 
als zij loodrecht staat op de gegeven lijn, dat is ín onze 
figuur in den stand AD. Zet men nu de draaiing in dezelfde 
richting voort, dan neemt hare lengte voortdurend toe, 


4, Trekt men door het 
punt C buiten eene rechte 
AB eene rechte CD // AB, 
dan is het volgens (3) dui- 
delijk, dat de loodlijn uit 
een punt van CD op AB 
neergelaten, de kortste 
lĳn is, die uit dat punt naar AB kan getrokken worden. 





5. Neemt men binnen een cirkel een punt A aan, dan 
kan men door A koorden trekken, 
welke in lengte verschillen. 

De grootste dier koorden is 
de middellijn BE door het punt 
A. BE is de maximum koorde. 


6. De Kleinste der koorden, die 
men door een punt A binnen een 
cirkel M gelegen, trekken kan, staat in 
A loodrecht op de middellijn BE door 
A. CAD is die minimum koorde. 





7. Uit een punt A binnen een cirkel M kan men naar elk 
punt van den omtrek lijnen trekken. Onder al die lijnen is 
er eene de kortste en eene de langste. De langste 
gaat door het middelpunt, terwijl van de kortste het verlengde 
door het middelpunt gaat. In onze figuur is dus 

AE maximum en AB minimum. 


S. Als men in de ruimte twee elkaar kruisende lijnen 
neemt, en een punt der eene met een punt der andere ver- 
bindt, zal die verbindingslijn minimum zijn, als zij op 
beide lijnen loodrecht staat. Zijn AB en CH de twee krui- 
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tin lijnen, BC | CH en BH niet 
L CH, dan is Hon minimum. 

Welke zijn de overige kruisende 
lijnen in deze figuur ? 


9. Als eene rechte een vlak snijdt, 
kan men door het snijpunt in het 
vlak verschillende lijnen trekken. 
Met al die lijnen maakt ze een verschillenden hoek, eene dier 
hoeken is de kleinste, d. i. de hoek, die zij met hare 
projectie op dat vlak maakt. 

Zijn er ook 2 lijnen te trekken, die een evengrooten hoek 
met de snijlijn maken ? 





10. Door 2 punten A en B op een bol kan men één vlak 
brengen, dat den bol snijdt volgens een grooten cirkel O, terwijl 
de overige vlakken, door A en B gebracht, den bol volgens 
een kleinen cirkel zullen snijden. Draait men nu het vlak 
van een kleinen cirkel zoolang om de gemeenschappelijke 
koorde AB,‚ tot dat het samenvalt met het vlak van den 
grooten cirkel O, dan valt zijn middelpunt M in den sector 
AOB (O == middelpunt bol), omdat de straal van den kleinen 
cirkel M kleiner is dan die van den grooten cirkel. De boog 
AB van den kleinen cirkel valt nu niet samen met den boog 
AB van den grooten cirkel, hij ligt er buiten en is dus grooter. 

Van alle cirkelbogen door 2 punten A en B op een bol 
getrokken is de boog van den grooten cirkel minimum. 

Hieruit blijkt, dat de afstand van 2 plaatsen op de aarde, 
welke op denzelfden paralleleirkel liggen, dus gelijke breedte 
hebben , niet gemeten wordt door den boog van dien parallel- 
cirkel. 


B C 11. Zij ABCD een vierkant. Trek 
daarin EF // AD, verleng AD en 
EF, neem DH = FG = CF, trek 





E F G GE, dan is 
iter ik nf tad AB =— == AE + BE = AE + DH 
| BC = EF U 


EE NEEDED Gt 
A D H EPE in dE 
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AB + BC + CD + AD == AE + (EF+FG) + GH EG Ke) 
—= AE + EG + GH 
omtrek vierkant ABCD == omtrek rechthoek ERG 
Nu is DF { DC of DF { EF 


DHSCH 
dus DF.DH { EF. CF 
of rechthoek DEFGH { rechthoek EFCB 
maar 5 ADFE = _„ ADFE 
dus rechthoek AHGE < vierkant ABCD, d. i. 


Onder alle rechthoeken met gelijken omtrek 
heeft het vierkant het grootste oppervlak. 


Ander bewijs. 

Ond. Vierkant ABCD en rechthoek AEGH hebben gelijken 
omtrek. 

Gest. Opp. vierk. ABCD > opp. rechth. AEGH. 

Bew. Verleng AH met HI == HG, dan is AI—=AH + HG 

== AB +BC == halve omtrek vierkant. 

Beschrijf op Al als middellijn een halven cirkel, trek HK 
J AI, dan is HK? —= AH. HI —= opp. rechth. AEGH, 

Omdat AH > HI, is H niet het midden van Al, 
dus is HK { straal halve cirkel AKI, d. i. HK { AD*), 
dus ook HK? { AD? 
of vierkant ABCD > rechth. AEGH. 


12. Van den rechth. AEGH (zie fig. bij 11) is de omtrek 
gelijk aan dien van het vierkant ABCD, doch het oppervlak 


is kleiner, want FG = FC 

FD { FE 
dus FG.FD { FC.FE 
of opp. DFGH < opp. EFCB t 
maar opp. ADFE = opp. ADFE | PP“ 
dus opp. AEGH { opp. ABCD. 


Wil men het oppervlak gelijk maken aan dat van het vier- 
kant, dan moet de hoogte GH van den rechthoek AEGH grooter 
worden, doch dan wordt tegelijk den omtrek van den recht- 
hoek AEGH grooter, zoodat : 


*) Dat HK { AD is, blijkt, als men DK trekt, dan is in 
ADHK Z H=90°, dus HK < DK, maar DK = DA — DI 
= straal cirkel AKI, dus HK { AD. 
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van alle rechthoeken met gelĳk oppervlak het 
vierkant den kleinsten omtrek heeft. 
Deze eigenschap is de omgekeerde van de voorgaande. 


D C 13. Zij van vier- 
H G kant ABCD de zijde 
—= aJ-b, dan is de 
a omtrek == 4a +- 40. 
Construeert men nu 
RAe fp een rechthoek EFGH, 
atb atbtb waarvan de zijde EF 
— GH = a}2b en FG =EH —=a, dan is de omtrek ook 
== 4a + 4D. 
Nu is de diagonaal in het vierkant = 1/2 (a J 5)? 
Nu is diagonaal AC =1v (24? + 4ab + 25°) 


en diag. EG = Vv Vat 202 Har | =y(2at } ab} 402) 
maar 2a? + 4ab J-2b? { Zar + 4ab + 40° 

dus ook AC { EG 

zoodat onder alle rechthoeken met evengrooten 


omtrek het kwadraat de kleinste diagonaal 
heeft. 





À 


14. Ook heeft onder alle rechthoeken met even- 
groot oppervlak het kwadraat de kleinste 
diagonaal. 


15. Onder alle driehoeken, die eene gemeenschappelijke of 
gelijke basis en evengroot oppervlak hebben, heeft de gelijk=- 
beenige driehoek den grootsten tophoek. 


16. Onder alle driehoeken, die gelijke basis en gelijke 
tophoeken hebben, heeft de gelijkbeenige driehoek 

a) het grootste oppervlak. 

b) den grootsten omtrek. 


17. Onder alle driehoeken, die eene gemeenschappelijke of 
gelijke basis en evengroot oppervlak hebben , heeft de gelijk- 
beenige driehoek den kleinsten omtrek. 
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18. Zoo heeft ook omgekeerd van alle driehoeken met ge- 
lijke basis en evengrooten omtrek de gelijkbeenige driehoek het 
grootste oppervlak. 


19. Bepaling. Figuren met gelijken omtrek heeten iso- 
perimetrisch. 


20. Onder alle isoperimetrische figuren heeft de 
cirkel het grootste oppervlak. 


21. Zoo heeft ook omgekeerd van alle figuren met gelijk 
oppervlak de cirkel den kleinsten omtrek. 


21. Onder alle isoperimetrische n-hoeken heeft 
de regelmatige n-hoek het grootste oppervlak. 


22. Omgekeerd heeft ook van alle n-hoeken met ge- 
liĳĳk oppervlak de regelmatige n-hoek den kleinsten 
omtrek, 


(Zie ook: „De Vriend der Wiskunde", IT, bl. 7—19. 


Eigenschappen van den Koordenvierhoek. 


1) Als in een cirkel met het middelpunt O een koorden- 
vierhoek ABCD beschreven is, wiens diagonalen (AC, BD) 
elkaar in het punt P loodrecht snijden, dan hebben (als E, 
EF, G, H, K, L respectievelijk de middelpunten van AB, BC, 
CD, DA, AC, BD zijn) de vier rechte lijnen EG, FH, KL en 
OP hetzelfde middelpunt M. 

In een cirkel kunnen oneindig veel koordenvierhoeken , 
wier diagonalen elkaar in hetzelfde punt ie loodrecht snijden , 
beschreven worden. 


2) Alle rechte lijnen, welke tusschen de middens der over- 
staande zijden van zulke koordenvierhoeken getrokken worden, 
worden door het punt M middendoor gedeeld. 


3) De middelpunten der zijden van al deze koordenvier- 
hoeken liggen op een cirkel, die M tot middelpunt en 


2 2 
vz — Z) tot straal heeft, als 7 de straal van den om- 


geschreven cirkel en OP == a is, 
De Vriend der Wiskunde. XII, 10 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1361—1380. 


1361. Iemand koopt waren tegen 60 cent de KG. met 10 °/, 
tarra en 2°/, korting. Hij verkoopt ze tegen 63 cent 
de KG. met z°®/, tarra en 2°/, korting en berekent 

Ì Oo 

6 

(Verg. ond. Rotterdam, 30 Nov.'95.) Rekenk. oplossing. 

v. D. War & VERBORGH. 


nu 6- °/, gewonnen te hebben. Bereken de waarde van z. 


Oplossing. 


“Van elke 100 KG., die hij kocht, was het netto-gewicht 
90 KG. Hiervan was de prijs 90 X60c.—= f54t. Hij kreeg 
2°/, korting, en betaalde dus f 54 — f 1,08 = f 52,92. 


Daar hij 6 o/, won, ontving hij voor 100 KG. 1064 X 
f0,5292 —=f56,1834 terug. Hij gaf 2°/, korting, zoodat zon- 
der deze zijne ontvangst En Xf56,1834 = f 57,33 zou heb- 
ben bedragen. Hij verkocht de KG. à 63 cent. Het netto- 
DE X1KG.=91 KG., zoodat hij van 


100 KG. 9 KG. tarra berekende, dat is 9°/. De waarde 
van z is dus 9. W.C. R. 





gewicht bedroeg dus 


1362. Een winkelier koopt 2 partijen linnen , de eene à 75 
cent, de andere à 60 cent den meter. Hij verkoopt ze 
respectievelijk à 85 en 75 cent, waardoor hij f 140 
wint. De inkoop bedroeg f 735. Hoeveel M. was 
elke partij lang ? 

(Rekenk. opl.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

Op 1 M. van de tweede partij wint hij 15 cent, d.i. 25 ®/,. 
Had hij ook de eerste partij met 25 °/, winst verkocht, dan 
zou de geheele winst 25°/, van f 735 d.i. f 183,75, dus 
f 183,15 —f 140 =f 43,75 meer bedragen hebben. Maar dan 
was ook de verkoop van 1 M. der eerste partij 1,25 X 75 cent 
— 93,75 cent, d,i. 8,75 cent meer dan werkelijk het geval 
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is. De eerste partij bestaat alzoo uit (f 43,75 : f 0,0875) X 1 M. 
=— 500 M. Daarvoor wordt bij inkoop 500 X f 0,15 = f 375 
betaald, en voor de tweede dus f735 — f 375 —=f 360, zoo- 
dat deze (f360 : f 0,60) x 1 M. —= 600 M. lang is. 

B. vs Wa Rg 


1363. Zeker getal heeft 45 deelers, 1 en het getal zelf mee- 
gerekend. Bewijs, dat het een volkomen kwadraat is, 
en onderzoek, hoeveel factoren (enk, en verm.) zijn 
vierk. wortel en ook zijn kwadraat heeft. H. VERHAGEN 

Oplossing. 

't Aantal deelers van een getal is t gedurig product der 
getallen, die men verkrijgt, als men de exponenten zijner on- 
deelbare factoren met 1 vermeerdert. Dat aantal deelers is 45. 

45 =3X3XD=EXI5=IxXE=l X 45, 

De exponenten der ond. fact. zijn dus òf 2, 2 en 4, òf 2 
en 14, òf 8 en 4, òf 44, 

In elk geval komt elke factor in een even aantal voor, zoo- 
dat in elk geval het getal een tweede macht is. 

Van den vierkantswortel uit het getal zijn de exponenten 
der ond. factoren òf 1, 1 en 2, òf 1 en 7, òf 4 en 2, òf 22, 
zoodat het aantal deelers van den vierkantswortel bedraagt 
2X2XxX3—=12, of 2X8—=16, of 5X3—=15, of 23. 

Van de tweede macht van het getal zijn de exponenten der 
ond. factoren òf 4, 4 en 8, òf 4 en 28, òf 16 en 8, òf 88, 
zoodat het aantal deelers van de tweede macht bedraagt 

OXOMI=225, of 5X29=145, of 17 X9 = 153 of 89. 

W.C. R. 


1364, Een bol heeft een middellijn, lang 0,386 .... M. nauw- 


keurig o 8 mM. Bepaal zijn oppervlak zoo nauwkeu- 
8 op 5 p jn opp 


rig mogelijk. z == 3,141592653589.... (Niet meer 
cijfers gebruiken dan noodig zijn!) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
't Oppervlak van een’ bol is gelijk aan a d?. 
d=0,386.... M. nauwkeurig op 5 mM., en ligt dus tus- 
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schen 0,3865 en 0,3855. d? ligt dus tusschen 0,3865? en 
0,3855?, dat is tusschen 0,14938.... en 0,14861 .…… 

$ Oppervlak van den bol ligt dus tusschen 0,14938 .... zr 
en 0,14861 .... zr. 

Nemen we nu voor d? 0,1494 en voor z 3,142 (dat is beide 
te groot), en zorgen we alle gedeeltelijke produkten te groot 
te nemen, dan wordt ook de uitkomst te groot. 

Nemen we daarentegen voor d? 0,1486 en voor 7 3,141 
(dat is beide te klein), en zorgen we alle gedeeltelijke pro- 
dukten te klein te nemen, dan wordt ook de uitkomst te klein. 


In ’t le geval hebben we: In ’t 2e geval: 
d2 = 0,144 d? — 0,1486 
m == 3,142 rm — 8,141 
4482 4458 
150 148 
60 56 
3 1 
ad? { 0,4695 ad? > 0,4663. 


Nemen we dus t oppervlak = 0,47 M?, dan is deze uit- 


komst te groot en nauwkeurig tot op 5 eenheid der laatste 
decimaal. W.C. B. 


1365. Zoek de kleinste 3 opeenvolgende getallen in klimmende 
volgorde, die respectievelijk door 7, 11 en 15 deel- 
baar zijn. H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Zij x het eerste der drie gevraagde getallen, dan moet men 
hebben: # = 7-voud; zJ1==1l-voud en 2 J-2= 15-voud. 

Nu klimmen 7, 11 en 15 met 4 op; dit zal ook het geval 
zijn met de uitkomsten, die men verkrijgt, door e enz. met 
4 te vermenigvuldigen. Men vindt dan 


Ax = T-voud An = Tevoud +4 7 
Av J- 4 = 11-voud of Ag = 11-voud +7 
Ag +8 == 15-voud Ax = 15-voud + 7. 


Daar 1155 hèt K.G.V. is van 7, 11 en 15, zoo zal elk 
1155-voud +7, dat tevens cen 4-voud is, aan de laatste voor- 
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waarden voldoen. Het kleinste getal, dat hieraan beantwoordt, 
is 3X 1155 +7 —=3412, zoodat == 3472: 4 of 868 is. 
De drie gevraagde getallen zijn derhalve 868, 869 en 870. 
R. v. W. Pz. 


Tweede oplossing. 


Het kleinste getal moet een 7-voud zijn. Het 2e getal is 
1 en het 3e getal 2 meer dan het kleinste. Daar het 2e getal 
een 11-voud en het 3e getal een 15-voud is, zoo is het 1e 
of het kleinste getal, behalve een 7-voud, een 11-voud — 1 
en een 15-voud — 2. 

Het kleinste getal, dat een 7-voud en tegelijk een 1l-voud — 1 
is, is 21. Telt men bij 21 nu één of meermalen het kleinst 
gemeene veelvoud van 7 en 11, d.i. 77, dan bekomt men 
getallen, die tegelijk 7-vouden en 11-vouden — 1 zijn. 

Deze getaïlen zijn dus begrepen in den vorm 21 J-77n, 
waarin n een geheel getal is. 

Onderzoeken we nu, wat de kleinste waarde voor » is, 
opdat 21 + 77n een 15-voud — 2 is. 

Is 21 + 7In =15-voud —2, dan is 21 +77n — (15 + 757) 
of 6 + 2n = 15-voud — 2, want 15 J- Tôn == 15-voud. 

15 vouden — 2 zijn achtereenvolgens 13, 28, 43, 58 enz. 


Is 642n—=13, dan is 2 = 85. n is een geheel getal en 


derhalve 6 + 2n niet = 18. 

Is 6 J 2n =28, dan is n= 11. 

11 is dus de kleinste waarde voor » en bijgevolg 21 + 11 Xx 77 
— 868 het kleinste getal, dat tegelijk een 7-voud, een 
1l-voud — 1 en een 15-voud — 2 is. 

869 is dus een 11-voud en 870 een 15-voud. 

De drie gevraagde getallen zijn dus 868, 869 en 870. 

v. D. WaL & VERRORGH. 


Derde oplossing. 


Noemen wij ’t kleinste der drie gevraagde getallen z. Dan 
hebben we z= 7-voud 
x= U-voud — 1 = 11-voud + 43 
x = 15-voud — 2 —= 15-voud + 43. 
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Hieruit volgt, dat #— 165-voud +43. x is ook == 7-voud. 
We hebben dus ’t kleinste getal te zoeken, dat een 7-voud 
en tegelijk een 165-voud +43 is. 

Nu is 165 == 7-voud + 4 en 43 —=7-voud +1. 

t Gevraagde getal wordt dus een 7-voud + 4-voud +- 7-voud 
+1 of een 7-voud + 4-voud + 1. 

Het komt er dus op aan ’t kleinste 7-voud te vinden, dat 
tegelijk een 4-voud +1 is. Dit is blijkbaar 21 —5x4J-1. 

De gevraagde getallen zijn derhalve 868, 869 en 870, 

F. K. 


1366. Gegeven: (A? 4 Ac J- B°): (a? +ac +5?) = AB:ab 
en A:a=B:5. Te bewijzen: A:a=C:e. 
Hoeveel omgekeerden heeft deze stelling en welke 
zijn die? Bewijs één der omgekeerden. 
(Hoofdacte Lieeuw. 1896.) Gewijzigd. H. VerHAGeN. 


Oplossing. 
(A2 HAC H-B?): (a? Jac Jb?) = AB: ab 
A:a = B:5 | Door vermenigv. v. d. overeenk. termen 


B: —= B:b | der 2 evenredigheden, vindt men : 
AB:ab=B?:52, dus: 
(A2 HAC HB?) : (a? + ac + b2) == B? : b2 
dus ook: 
(A2AC+B*)—B? |: attach)? (=B2:p? = AB: ab 
of (A2 +AC) :(a?Hae)—= AB: ab 
A A A— a— 
en ook (A H-C): (a d-co)=B:b 
(A +-C): (a +-c) = Aza. Derhalve: 
(A +0) —Af: ate) —a —=ÀÂ:a 
of C:c == A:a of door verwisseling der beide redens 
Asa: 
Deze stelling heeft twee omgekeerden. 
le. Gegeven: (A? JAC + B2): (a? Jac b?)=—= AB:ab 
en A:a=C:c. 
Te bewijzen: A:a==B:5; en 
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2e. Gegeven: A:a=B:b en A:a=0:e. 
Te bewijzen: (A? + AC +B?): (a? Jac + b2)= AB: ab. 
We zullen van deze 2 omgekeerden de 2e bewijzen. 
Ana Bb Aa CG 
dus dus 

A2:a? =B?:b? en ook A?:a? == AC:ac 

AB: ab = B? : 62, 
Uit A2:a? —= B? :b? volgt: 

(A2 HB?) :(at Hb?) == At: 


(A2 + B?2): (a? Hb) = AC :ac. Uit deze evenredigheid volgt : 


(A +B2) + AC| Var H2) Ha) 5 
—AC:acz= A?:a? =B?:b? =AB:ab, 
dus ook (A2 + ACH B2): (a? Hac +5?) = AB: ab. 
v. D. War & VRRBORGE. 


1367. In een gegeven cirkel M (straal = R) is de zijde AB 
van den regelmatigen ingeschreven vierhoek uitgezet, 
en op deze een gelijkzijdige A ABC binnen den cirkel 
geconstrueerd. Als om den A ABC ook een cirkel O 
getrokken wordt, bereken dan het oppervlak, dat beide 
cirkels gemeen hebben. 

(Eerr, N. Verzam. II, bl. 52, no 27.) EER. 
Oplossing. 

Het stuk, dat beide cirkels gemeen hebben , is de geheele 
kleine cirkel, verminderd met den sikkel AEBD. 

Deze sikkel is het verschil van de cirkelsegmenten AEB 
van cirkel O om A ABC en ADB van cirkel M en deze wor- 
den wederom gevonden door de sectoren AOBE en AMBD 
met hunne middelpuntsA A AOB en AMB te verminderen. 

Stellen wij voor die berekening AM = Ren AO =r, terwijl 
‚M==90° en / O == 120°. 


Sector ADBM == — 7 R? 


EN Kn 


TEEN 


ns 1 1 2 
Segm. ADB = (ir Rr 
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Sector AEBO = 


I= ale 


Ä ABO =5 r X tidak 


Segm. AEB == en 
Maar r = 5 loodlijn in A ABC, waarvan elke zijde — Ry”2; 


hierdoor is loodlijn — 5 @r2)v3= zB 6 en rib, 
1 Ì 1 AED l 
dns segm. AEB=( 3e — 413) (3 RvS) =jr —3)R: 
Hieruit volgt sikkel RST =S 
2 1 1 1 
(5 r_g3)R — —z eee) )R: a Tg U3)Rt 
- an ES a ne Ee en H Kn 
en cirkel O — sikkel =r? (z es 1 


2 1 1 1 

Eee e' 2 (Gr 3 

(57 star +gv3)R = zE 257 18 + 613) R 
= 1,97035 .. R?. Eeen. 


1368. Van een A zijn de zijden 13, 14en 15 cM.; men vraagt: 

1°. De lengte der lijn van Ervrer, nl. de afstand van het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel tot het snijpunt 
der loodlijnen (Vriend d. Wisk. V, bl. 106). 

2°. Toon aan: als men een lijn trekt, uit den hoek tus- 
schen de grootste en de kleinste zijde, loodrecht op de 
derde zijde, en deze loodlijn vervolgt tot den omtrek 
van den omgeschreven cirkel, en men uit dit snijpunt 
loodlijnen op de andere zijden of haar verlengde laat 
vallen, dat dan de snijpunten van de drie loodlijnen 
met de zijden liggen in een lijn van Srusox (Vriend 
d Wisk. V, bl. 106). 

3°. Hoe Jang is deze lijn van Simsox? Dr. p. J. M. 


Oplossing. 


1) Zij AC—=5=14ecM., BC =a=13ecM.en AB =c= 
15 cM. en M het middelp. v. d. omg. cirkel. 
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Trek AK 1 BC en BD L op AC, dan is 
BD = 518 (s—0) (s—5) gg Exit eM. 


Verder MN lop AC dan is AN =TeM.. en 
De ERIC TAK HE rl 
ETE ACE Be 
5 Es 65? 1 
Na is N= EA V(®) —49= 45 CM. 
Zij L het hoogtepunt. 
Trekken wij nu LV L op MN, danis NV = LD = BD — BL; 
of MN — MV—=BD—2MN, want BL —=2MN, dus 


MV =3MN—BD—3X dj 12 = 3 
Hieruit volgt ML (de lijn van Evrer) = 


— VMV: VL" =Vè JND:, 
waarin ND =AD — et 


dus ML— Ver 443205. 


2°) Verleng BD tot den cirkel in O, dan is OD { AC. 
Trek OP! BC en OG | AB. 
Wij weten volgens de bovenstaande constructie, dat 


BODE Dx onm OR IN Ie 


Bn ien ka 
Verder is A BOP» A BDC, dus BO:BC=BP:BD, of 
155 x12 


BOXxXBD tf ke an 
BP= Be Sun Sif. 
EE ROT ee 
Te de PAR 


2 
Volgens deze oplossing is dus de waarde van CP — zn cM. 


Trek over de punten G en D een lijn, die AC in Q snijdt, 
en vraag of deze transversaal door het punt P gaat. 

Vooronderstellen wij, dat zij door een punt P, van BC of 
haar verlengde gaat, hetwelk rechts of links van P ligt, dan 


moeten wij volgens het theorema van Mexeuaus hebben : 
AG … BP4 CD d 


GB “CTP, “ADT 
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Lossen wij eerst de waarden van AG en GB op uit de ge- 
lijkvormige AA AGQ en DOC. Deze driehoeken zijn geliĳk- 


vormig, want /D == / G == 90° en /BAC = / COD = zhe BC. 


Verder is ook / ABD —=/ ACO en / ABD ook = / AQG = 
zDQO, dus ook / DQC =/ DCO, derhalve is de A QOC 
gelijkbeenig, alzoo QD = DC =SeM. Hieruit volgt 
AQ = (14 — 10) cM. = 4 eM. 
Nu is uit de A AQG en A ABD: 


hs EN AQ KAD PEEN Me 4 
AB:AQ =AD: AG, AGS BT AAN Pi == 2, cM. 
Volgens bovenstaand theorema is nu: 
2 


Dn IBG 








12 
5 
12 18LCP, 5 ke 
20 
GE = gs 


dus CP, = CP (boven gevonden); derhalve vallen de punten 
P en P, te zamen en liggen de punten G, D en P in dezelfde 
rechte lijn , de lijn van Srason. 


| 3°) DOPC is een koordenvierhoek , derhalve : 
DO x CP + DC x PO = OC x DP 


EP eV (155) — (en IV (35) +2slpe. 


Deze gegevens zijn alle in de bovenstaande berekeningen 
verkregen. Wij hebben alzoo uit de oplossing van deze verge- 
lijking Ie ze cM. 

Laat uit G de lijn GK, t op AC vallen, dan is A ABD 
m A AGK en dus: AB:AG=BD: GK, — 


2 
À A EAR SB vi knot ZE 1 EE 
E (TAB Mk ab Tib 20 


en AB:AG = AD: AK, 


155 


2 


Ag _AGxAD_S5*® 36 ED 
AB 5 == ks 
Dale DAD AK, m9 li = Tg M. 
GD =VGKIK, D: = =V(E) (B z) (Een 
= 7 M. 
ND GP=GD+DP= (7% +57) cM. = 185% AT 


hetwelk dus de waarde is van deze Simson’s lijn. 
D. Dr. p. J. M. 


Tweede oplossing. 


Van A ABC is AB =15, BC = 14 en AC = 13 cM. 

Verder is O het middelpunt van den omgeschreven cirkel, 
H het snijpunt der loodlijnen, E het snijpunt der loodlijn AD 
met den omgeschreven cirkel, EF en EG de loodlijnen op 
AB en AC neergelaten. 


1°. Oppervlak A ABC == vs (s—a) (s—b) (s—c) == 84 cM?. 
ADE 168: 14 = 12 ML. 
BD = (AB? — AD?) = v (225 — 144) = 9 CM. 
CD =BC —BD =14—9 =5eM. 
Daar om vierhoek ABEC een cirkel beschreven is, is 
AD Xx DE = BD XxX CD, dus 


DE = BD XCD:AD=—9 5:12 = 35 oM. 


en AE = AD + DE — 15, CM. 

_ or _ABXACXBC _15X138X14 _ 1 
Ed OD nsi SR 
HD =DE =3, GM aus AB =12— 3 = 83 Men 


WT Gre 1 
HES2X3, = 77 cM. 
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Volgens het theorema van Stewart heeft men nu: 
AH.OE: +EH.OA? = AE(OH? + AH. EH) 
waaruit OH? = (AH. Er % EH.OA?): AE — AH. EH, 


1 Bin Wenen 9 

Neen Es Ae ze de men En 

of OH — (85 X 6657 +5 X 667 i): 15, 87 X15 S dep 
dus OH of de lijn van Eurer = zat — 5265 cM. 


2°, Verbindt men D met F en G, dan moet worden aan- 
getoond, dat DG het verlengde is van FD, of dat / BDF —= 
L.CDG is. Maar /,BDF = / BEF en / CDG =/ CEG, 
wijl om de vierhoeken BEDF en CDEG cirkels kunnen be- 
schreven worden. Zal dus het gestelde waar zijn, dan moet 
BEF =/ CEG of / BEF + / CEF —=/ CEG + / CEF of 
‚BEC = 4 GEF zijn. Doch dit laatste is waar, omdat om 
vierhoek ABEC zoowel als om vierhoek AFEG een cirkel kan 
beschreven worden, zoodat de // BEC en GEF beîde £ A 
tot supplement hebben. Hiermee is het bewijs op analytische 
wijze geleverd. 


83°, Ten einde de lengte der rechte van Simson te bepalen, 
berekenen we eerst de zijden van AFEG. Vooreerst is A AEG 
m AACD, dus AC: AE =CD: EG of EG = AE x CD: AC, 


k st Pen dn 
dus is EG == 15, Xx 5:18 = 65 cM. en 


3969 99225 

Den 18 Re batte teh 
AG AE: — RO) V (Tg — me) 
Op soortgelijke wijze vindt men: EF — AE x BD : AB of 


EP — 153 X9:16= 90 oM; en AF == AD XEF:BD of 


7 
—= Hg cM. 


9 3 
AF=I2X90j:9= 12, cM. 
Om vierhoek AFEG kan een cirkel beschreven worden, 
zoodat men heeft: AE x FG — EF X AG JEG X AF 
of FG—=(EF.AG +EG. e AE 


9 
Of TE (on X 


8 37 
14E 465 x x 12): 15, — 18e CM. 


RB. NEN ENE 
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1369. In een A ABC is de bissectrix AD getrokken. Bewijs 
door het theorema van Eurer en Stewart, dat 
AD? = AB.AC—BD. CD is. 
(Eindex. Gymn. (A) Doetinchem 1896.) 


Oplossing. 


Het theorema van Evrer en 
STEWART luidt: Als men in een 
A ABC een punt D der zijde BC 
met het hoekpunt A door eene 
rechte AD verbindt, dan is 
BD.AC? +CD. AB? = 

BC(AD? + BD. CD) 
waaruit AD? =(BD.AC? +CD.AB?): BC — BD.CD ..(I) 

Omdat AD de bissectrix is van / A heeft men 

| Bun Sr BG 
OE OKB A0 
AB .BC op AC BC 
KEER KOR bnn ABEL LO 
Substitutie dezer waarden in (1) geeft 
AB.BC.AC? , AC.BC. AB? 
BT En AG TAB + AC 
_ AB.AC(AC+AB) 
ARD FAG BD.CD 
of AD? =AB.AC—BD. CD. 





dus BD = 


) :Be— BD. CD 


1370. Als in den rechthoekigen A ABC uit het hoekpunt 
van den rechten hoek de hoogtelijn AD wordt neerge- 


RER ia ABT AOT S =ADT A 


Men vraagt dit te bewijzen. 
(J. Versuurs, Hndbk. d, Vl. Mtk, Gem. Vrgst. 94.) EF. 





Oplossing. 
Men heeft : 
AD _2Opp. AABC _ _AB.AC 
DS BC Tv (AB? +AC?) 
2 2 
DI AB? .AC 


AC? + AC? 
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ee 
1 __AB?4+AC? AB? AC? 





of {Dz ABr.AC* Br. AC7 FAB: A07 — AC: TAB: 
of AD mer AB ee OT, 
Anders. 
Voor AB” ° - ACTS =ADT® kan men schrijven 
1 1 
AB: * AC7 AD? 

f AC: LAB: __ BO 
5 AB?.AC7 — ABt.AC: AD: 
of BO? . AD? — AB? . AO? 
of BU:AD == ABS AOT (1) 
Olen 2 Opp. A ABC == 2 Opp. A ABC. 


Hiermee is het gestelde bewezen. 
Uit (1) volgt ook AB:BC == AD:AC 
en daar A ABC A DAC is, is deze evenredigheid waar. 
J. GRAVER. 


1371. Aan 2 elkaar in C uitwendig rakende cirkels, wier 
stralen zijn 1 en 4 dM., trekt men een raaklijn, die de 
beide cirkels raakt in de punten A en B. Gevraagd 
de oppervlakte van A ABC, die ontstaat door C met 
A en B te verbinden, te berekenen. 

(Toel.ex. Universiteit 1896.) 
Oplossing. 
Zij MA=R=4dM., NB =r=—=1dM., dan ET Rr 


=5dM. Trek CDL ir dan is Opp. A ABC = 3 ARE CD. 


Nu is raaklijn AB == Vv | MN? — (Rr)? | — 2 Rr —= 4 dM. 


Verleng AD en MN tot zij elkaar in O ontmoeten, dan is 


AMAOmxm A NBO en A CDO A NBO 
MO: NO z= MA: NB CD:NB=C0: NO 
MN:3 z=NO!11 2 2 
5:3 =NO:1 CD ie 

2 3 
NO = 17 CD = ls 


dus Opp. A ABC—ZAB.CD =2.10 = 35 dl:, 
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1372. Beschrijft men bij een A ABC de in-en aangeschreven 
cirkels M’, M, M, en M, alsmede den cirkel door de 


middelpunten M_, M‚, M, der 3 aangeschreven cirkels, 


dan is deze cirkel even groot als de 3 cirkels, welke 
door de middelpunten van den ingeschreven cirkel en 
2 der 3 aangeschreven cirkels gaat. H.A. v. BEUNINGEN. 


Oplossing. 





Ín zijne opmerking bij no. 1261 (De Vriend XL, 1896, bl. 
214) schrijft de heer Barr: „Men weet, dat de middelpunten 
der aangeschreven cirkels op de binnenbissectrices der over- 
staande hoeken liggen, en dat deze lijnen elkander in het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel snijden.” (Zie o.a. 
ook Van Breen, Merkw. p. enz.) Neemt men nu den A op 
genoemde bl, 214 (zie bovenstaande figuur), dan moet men 
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bewijzen, dat de citkels gebracht 
door M’, M, en M k 


„ M,M, en M_ \ evengroot zijns 
en „ M,M, en M‚ 


Brengen we dit in verband met bovengenoemde opmerking, 
dan zien we, dat we moeten bewijzen, dat de cirkels, ge- 
bracht door twee der hoekpunten en het hoogtepunt M' van 
A MMM, onderling gelijk zijn. Deze stelling is een onmid- 


dellijk gevolg der stelling: „De cirkels, die door het hoogte- 
punt van een A en 2 van zijn hoekpunten gaan, zijn gelijk 
aan den omgeschreven cirkel des A's” Deze stelling is be- 
wezen in De Vriend X, 1895, bl. 247, no. 1163. 

H. A. v. BEUNINGEN, 
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Tweede oplossing. 

Zie de figuur op de vorige blz. 

In het werkje: „Merkwaardige punten en lijnen enz. door 
A, J. vAN BREEN” leest men op bladz. 32 het volgende: 

„De hoogteA eens driehoeks is insgelijks de hoogte A der 
3 AA, die het hoogtepunt en 2 hoekpunten van den A tot 
hoekpunten hebben. De hoogteA is dus van 4 AA tegelijk 
de hoogte. De negenpuntscirkel is de omgeschreven cirkel 
van den hoogte , derh. hebben die 4 A A denzelfden negen- 
puntscirkel, waaruit volgt, dat die 4 AA gelijke omgeschre- 
ven cirkels hebben, m.a.w. de straal van den omgeschreven 
cirkel eens driehoeks is gelijk aan den straal van den omg. 
cirkel der driehoeken, die het hoogtepunt en 2 der hoekpunten 
tot hoekpunten hebben.’ 

Nu is M' het hoogtepunt van A M aM, zoodat hiermee 


de stelling bewezen is. (Zie ook „De Vriend’ XII, 1897, bl 61.) 
Reva W..Pz. 
Derde oplossing. 


Daar de binnenbissectrices van een’ A _L staan op de buiten= 
bissectrices, is / M'AM, Rn MBM, dOr 

Dus is / BM'A ’t supplement van / BM A, en daar 
LM M'M, = ZBM'A is, is ook MMM, t supplement 
van / MMM. 

Laten we nu A M M'M, wentelen om M_M, , zoodat M' in 
M’ komt, dan is MM M‚M' een koordenvierhoek, daar 
LM J4M’=180° is. 

De omg. cirkel van AM MM, is dus ook de omg. cirkel 
van A MMM; en daar A M M/M, LA M MM, is, is 
de omg. cirkel van A M_M‚M, gelijk aan dien van A MMM, 

Op dezelfde wijze blijkt, dat de cirkel, welke door MM, 
M, en M, gaat, even groot is als die, welke door M’, M ns 
en M _, en als die, welke door M’, M, en M_ gaat. 


WW, En R,. 
De Vriend der Wiskunde. XIÌ. 11 
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1373. In een gegeven A ABC een punt P te construeeren, 
zoodat de hoeken APB, BPC en CPA zich verhouden 
als de getallen 4, 5 en 6, Wanneer is deze constructie 
onmogelijk ? (Cadet '96.) A NGD: 

Oplossing. 

Als het punt P gevonden en met A, B en C vereenigd 
is, heeft men /APB:/ BPC:/ CPA=4: 5: 6. 

Omdat / APB +/ BPC + / CPA = 360° is, volgt er uit, 
dat / APB = 96°, Z BPC ==120° en £ CPA = 144° is. 

Om het punt P te vinden, moet men op AB en BC als 
koorden respectievelijk cirkelbogen construeeren, die hoeken 
bevatten van 96° en 120°. Het snijpunt dezer cirkelbogen 
binnen A ABC geeft het punt P. (Men kan ook op AB en 
AC of op BC en AC respectievelijk cirkelbogen beschrijven , 
die hoeken van 96° en 144° of 120° en 144° bevatten.) 

De bogen moeten elkaar binnen A ABC snijden. Daarvoor 
is noodig en voldoende, dat een gedeelte van de cirkelbogen 
binnen A ABC valt. En hiervoor is noodig , dat 

/ ACB { 96°, / BAC { 120° en / CBA {1440 is. 

Is / ABC > 96°, of / BAC > 120° of 4 CBA ) 1449, dan 

is de constructie onmogelijk. P. BAKKER. 


P moet in den A ABC liggen. 

In A ABO is ZA HZBHZC= 180". 

In A BPC is Z BPC + / PBC + / PCB == 180°, 

/_BPC moet 120° zijn, dus is / PBC + Z PCB = 60°. 

Is nu in A ABO / A > 120°, dan is Z BZ C{ 60°, en 
derhalve / PBC + / PCB > LB + ZC. Dit kan niet 
anders of één der lijnen PB en PC, of beide die lijnen, moe- 
ten buiten den A ABC liggen, zoodat het punt P dan niet 
in A ABC ligt. 

De constructie is dus niet mogelijk, als Z A >» Z BPC is. 

Door een zelfde redeneering vinden we, dat de constructie 
niet mogelijk is, als 4 B) CPA of LC) Z APB is. 

v. D. War & VERBORGH. 
Tweede oplossing. 
Analyse. In den gegeven A ABC zij P het gevraagde punt. 


Wo hebben nu: Z APB» X 360° = 96°, 
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ZN en en Xx 360° = 120’ en L CPA = X 3609 —= 1442, 


Deze // zijn alle stomp. Construeert men om de A A CPA 
en BPC cirkels, waarvan M en N de middelpunten zijn, dan 
snijden deze elkaar in P en C. 

Verder is Z AMC == 2 (180° — Z CPA) == 72° en derhalve 
AC de zijde van den ingeschreven regelm. 5-hoek. 

Z BNC = 2(180° — £ BPC) = 120°, zoodat BO de zijde 
van den ingeschr. regelm. driehoek is. 

Constructie. Beschrijf door A en C een cirkel zoodanig, 
dat AC de zijde van den ingeschreven regelm. 5-hoek wordt; 
en door B en C een cirkel, waarin BC de zijde van den 
ingeschr. regelm. driehoek is, waarbij men nog te zorgen heeft, 
dat de middelpunten M en N resp. tegenover B en A komen 
te liggen. Het snijpunt, dat binnen den gegeven valt, 
is het gevraagde punt P. 

Discussie. De constructie is onmogelijk, zoodra het snij- 
punt P niet meer binnen A ABC valt. ’t Is echter de vraag, 
onder welke omstandigheden dit gebeuren zal. Ligt P binnen 
A ABC, dan is dit ook het geval met de lijnen AP‚ BP en 
CP en derhalve / ABC GOL ADO ST ZEBAC EG Ze BPG: en 
LACB { Z APB. Wordt aan een dezer voorwaarden niet 
voldaan, dan is de constructie onuitvoerbaar. Toch zal zij 
alleen dan volstrekt onmogelijk zijn, als een der Z/_ van 
A ABC == of ) 1440 is, Voor het geval, dat een der hoeken 
ligt tusschen 96° en 144°, kan het punt P nog gevonden 
worden, als men de getallen 4, 5 en 6 in een andere volg- 
orde neemt, b.v. 6, 5, 4; m.a. w., als men maar zorgt, dat 
ZL CPA tegenover de grootste zijde van den gegeven A komt 
te liggen R. v. W. Pz. 


1374. Bewijs dat, als van een A , die tot hoekpunten heeft 
de middelpunten der aangeschreven cirkels van een A 
ABO, de hoeken zich verhoudenals3:4:5, de A ABC 
rechthoekig is? (Cadet ’96.) A. G. ». B. 
Oplossing. 
Zij A ABC de A , waarvan M‚, M, ‚ M‚ de middelpunten 
der aangeschreven cirkels zijn, dan verhouden de hoeken van 
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def 
ei 
‚A 
Ei 
ME, 
a pe 
sd | 
vens GPS 
t 





A M M‚M, zich als 3:4:5, zoodat deze respectievelijk 450, 
60° en 75° zijn. Zij bv. LM, =45°, BC is antiparallel 
aan M‚M,_ en AC is antiparallel aan MM, , dus 


LM CBL M‚CA=L M,=45°, dus Z ACB = 90°, 
P, BAKKER. 
Tweede oplossing. 


Gegeven: À ABO, de middelpünten der aangeschreven cit- 
kels M_,‚M, en M‚ en LM :ZM,:LM =8:4:5. 


Te bewijzen: A ABC is rechthoekig. 
Bewijs. LM = 4 x 1809 == 450 ; derhalve is ook 
yn M _M‚B = 455, omdat M‚B een hoogtelijn is. 
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Een cirkel op M_M,‚ gaat door de punten A en B; dus is 
LM AB= ZL M M‚B= 45°, zoodat zij beide als omtreks- 


hoeken op boog MB staan. En daar AM, de bissectrix is 


van Z A, zoo is ZM, AB = DL A=, dus £ A = 90°. 


R. v. W. Pz, 
Derde oplossing. 
Als we de buitenhoeken van A ABC halveeren , ontstaat er 
door de snijding dier deellijnen een A M_M‚M,, wier hoekpunten 


de middelpunten van de aangeschreven cirkels van A ABC zijn. 
De hoeken van A M_M‚M, verhouden zich als 3 : 4: 5, zoodat 


die hoeken respectievelijk 45°, 60° en 75° bevatten. Nemen 
we aan, dat /_ MM M, = 45° is, dan is 
L M BA +4 M AB = 180° — 45° — 135° 
en ZL CBA + / CAB = 360° — 2 x 135° = 90°, 
zoodat /_ BCA — 180° — 90° —= 90° is. 
A ABC is dan rechthoekig in C. 


Opmerking. Hieruit: blijkt, dat het niet noodzakelijk is, 
dat de // van A MMM, zich moeten verhouden als 3 : 4: 5, 


opdat A ABC rechthoekig zij. 

Het is voldoende, dat éón der hoeken van A MM‚M, 45° 
telt, opdat A ABC rechthoekig zij. F.K.; v.n. W.&V. 

Vierde oplossing. 

De middelpunten der aangeschreven cirkels vinden we, door 
de buitenhoeken van A ABC middendoor te deelen. 

Die buitenhoeken bedragen resp. 180°—A, 180°— Ben 180°—C. 

De halve buitenhoeken bedragen dus 

DSA, 90° — B en 90° — 5 C. 

De hoeken van den A , welke die middelpunten tot hoek- 

punten heeft, bedragen dus resp. : 


1 DOET ee 
180° — (90° —z A 90° —5B)=z A5 B 


1 Rd 1% 
180° — (90° — B +90°— 40) =z B +50 
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1 1 1 1 
5 Im o JAE ONE IAN mn EE A 

en 180° — (90 goet 90 sA)=zC tz A 

Die hoeken verhouden zich als 3:4:5, dus 

1 1 ‚1 1 1 1 
(A5 B): (5B+5 0): (GOH A) =8:4:5. 

Hierin staat de le term tot de som van den 2en en 3en , als 
de 4e term tot de som van den 5en en 6en. 


Dus (JA4+5B): (GAHGB+C) =8:9=1:8 


$ 1 1 1E DE 
waaruit volgt: (GAH5 B) ek B" 
(A 4B):C=I1:1, 
zoodat C—=A Bis. Z£ C is dus 90°. NRG 


1375. Van eene rekenkundige reeks is de som der laatste 6 
termen 657, de som der 4 daaraan voorafgaande ter- 
men is 338 en de som der overige termen is 546, Be- 
reken het verschil, den eersten term en het aantal 
termen dezer reeks. (Toel.ex. Univ. 1896.) 


Oplossing. 
Uit de gegevens volgt : 
LH (l— 0) + (U -— 2) + (U — 3) + (U — 4) + (l — bw) = 657, 


of 61 — 150.054 4 Uses on en ED 
(l-— 60) + (Ll — Tw) J- (1 — 30) + (l — mee 
of 4l—30v—=338. … (2) 
Som van alle termen —= 657 + 338 J- 546 — 1541, 
of Em (at Ie 1ö4. oer TOK Dr 
Nemen we hierbij nog l =a+(n—l)v . . «… « « (4) 


dan hebben we 4 vergelijkingen met 4 onbekenden. 
Uit (1) en (2) volgt: 


U — bv 219 2 —5v—=219 
2l — 15v == 169 of U — 25 —= 219 
10v= 50 2l — 244 
OD, == 08, 


Uit (3) en (4) valt af te leiden: 
zat) = 1541 en az l—(n—1l)v, 
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dus nil —(n—1l)vt = 3082 


2ln —n?v J- nv = 3082, 
Substitueert men hierin de waarden van len v, dan komt er: 
244n — bn? + bn — 3082 


of 5n2 — 249n + 3082 —= 0 
EEN 2 
waaruit #=—= Nd — 23 of — 26,8. 


Daar echter „ niet gebroken kan zijn, is alleen n = 23 
bestaanbaar. 
Eindelijk heeft men: # (a!) = 3082 
of 23 (a J- 122) = 3082, 
dus a == 8082: 23 — 122 — 12. 
We vonden alzoo: v=5, 4a=—=12 en n = 23. 
A.G.p.B.; J. Graver; W.H. Deenman ; R. v. W. Pz, 


Tweede oplossing. 


Zij de Je term — a, het verschil == v en het aantal ter- 
men == #, dan is de reeks: 
a,atv,atW,at3w,..,a trl. 


De laatste 6 termen zijn: 
ad(n—)v, at(n—2v, ad(n—3)v, atnto, 
at(n—b)ven ad(n—6)v, 
waarvan de som _ 6a6nv—2lv=657 . . .- « (1) 
De 4 daaraan voorafgaande termen zijn : 
ad(n—Dv,at(n—8v, a + (n— 9) en d + (n — 10) v, 
waarvan de som 4aJ-4nv —340=338. . . «. . - (1D 
Vergelijking (1) verminderd met 5 maal vergelijking (LL) 
geeft: 30v —= 150, waaruit v = 5. 
Deze waarde van v gebracht in (I) of (IL) geeft a + ön — 127, 
zoodat l=ad(n—1)jv=at(n—1)5 == 122. 
De som van al de termen der reeks 657-338 } 546 — 1541. 
De le term = a, l == 122 en het aantal termen — # 
zijnde, is a=—= 122 — (n — 1I)v = 127 — Sn, 
atd-l=127 — bn} 122 = 249 — in, dus 


S= 5 (at) = 5 (2495) — 1541, waaruit 249n —bn* = 3082 


en „== 26,8 of n = 23. 
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Daar » een geheel getal is, voldoet alleen » —= 23, zoodat 
a= 122 —(n—1)v=12. 
P. BAKKER; v. D. War & VeERBORGH. 
Derde oplossing. 
Noemen we ’t verschil der reeks v en den le term der 2e 


groep p, dan is BAARD) = 338 en Teen _— DON 


2 
dus Wp J- 3v = 169 en 2p + 13v = 219, 
waaruit volgt: 10v = 50, dus v == 5 en p= Se == U. 


Noemen we ’t aantal termen der le groep » en den laatsten 
dier termen l, dan is de som dier termen en mi, Dd 
Die som bedraagt 546, terwijl == 77 —5 == 72env =5 is. 
Dus is pe Ijs 6 
n(144 —5nd-5) == 1092 
Dn? — 149n + 1092 = 0, waaruit n = 16,8 of 13. 
Daar ’t aantal termen eener reeks altoos een geheel getal 
is , voldoet alleen de waarde 13. 
't Aantal termen der geheele reeks is dus 13 J- 4 J- 6 — 23. 
De le term —= l—(n—l)v=12—12x5=12. 
EF. Ka oWarGiake 


1376. Bepaal het aantal getallen gelegen tusschen 300 en 600, 
die bij deeling door 5 en 18 achtereenvolgens tot resten 
geven 2 en 11. (Toel.ex. Univ. 1896.) 
Oplossing. 
Het getal moet zijn een 5-voud + 2, dus eindigen op een 
2 of een 7. Als men het getal met 11 vermindert is het een 
18-voud ; dat 13-voud eindigt dus op een 1 of een 6. 
Nu ligt het getal tusschen 300 en 600, dus 
300 { 13v +11 { 600 
of 289 { 13v {589 


3 4 
of 225 {ov < 1575 
13v moet eindigen op een 1 of een 6, 
dus eindigt v op een 7 of een 2. 
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De waarden, die v kan hebben, zijn dus 27, 32, 37 en 42; 
zoodat er in het geheel 4 getallen zijn, die voldoen, nl. 
13.27 +11 =8362, 13.32 J-11—=427, 13.37 J 11 = 492, 
13.42 +11 = 557. F. K.; P, BAKKER. 

Tweede oplossing. 


De getallen, die door 13 gedeeld, 11 tot rest geven, zijn 
achtervolgens 1 Xx 13 J- 11 = 5-voud + 4 
2 XxX 13-11 == d-voud + 2 
3 x 13 J 11 = b-voud + 0 
4 Xx 13 + 11 = 5-voud +3 
5 X13 +411 == d-voud +1 
6 x 13 J- 11 = 5-voud +4 
7X13 11 =d-voud 2, enz. 
De getallen, die door 5 en 13 gedeeld de bedoelde resten 
geven, zijn dus 
2X13 11, 7Xx13 +11, 12xX138J11 enz. 
waarin de getallen 2, 7, 12 enz. met 5 opklimmen. 
Het grootste getal beneden 300, dat hieraan voldoet is 
22X13 11 en het grootste dier getallen beneden 600 is 


42 X 13 + 11. 
Tusschen 300 en 600 liggen dus (42 —22):5 — 4 zulke 
getallen. Riva Eze 


Derde oplossing. 


Waren die getallen ieder 2 grooter, dan waren ze cen 
5-voud +4 en tevens een 13-voud. Het kleinste 13-voud, 
dat een 5-voud-4 is, is 39. Het kleinste getal, dat bij 
deeling door 5 en 13 achtereenvolgens 2 en 11 tot rest geeft, 
is dus 37, en ieder ander getal, dat aan die voorwaarde vol- 
doet, moet met 37 een 65-voud verschillen. 

AX 65 + 37 — 297 is kleiner dan 300. 

Door dit getal eenige malen met 65 te vermeerderen, vin= 
den we achtereenvolgens 362, 427, 492, 557, 622, enz. 
Hiervan liggen alleen de eerste 4 tusschen 300 en 600. Het 
gevraagde aantal is dus 4. W.C. R. 


Vierde oplossing. 
De getallen moeten tegelijkertijd van den vorm öe + 2 en 
134 + 11 zijn, dus 
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Se J2=13y H11, 5e =13y + 9 en # = 2 + dn 


Stel y J- 3 —= 5e, dan is: 
A AO Lbs En, 
dus: 5e J-2—=13y +11 =5 (132 — 6) +2 —= 
= 138 (52 —3) + 11 = 652 — 28, 
Nu moet nog aan de 2 volgende voorwaarden voldaan worden: 
652 — 28 ) 300 en 65e — 28 { 600, 
dus: 652 > 328 en 652 { 628, 


3 43 
dus ook: 2) Ss en 2 Ien 


y= en r—= 


Voor z kan men dus alleen nemen 6, 7, 8 en 9, zoodat 
er maar 4 getallen aan de vraag voldoen, n…l.: 
65 X 6 — 28 —= 362, 65 X 7 — 28 == 427, 65 X8 — 28 —= 492 
en 65 X 9 — 28 — 557. 
J. Graver; W.H DeEELMAN; A G.D.B.; vp. W.& V. 


1377. Los # op uit de vergelijking : 











4e Hv (4? — 1 +4) = Zen 
(Breda 1896.) 
Oplossing. 
Ir —4 
An Hy (4r? — 172 J 4) = EE 
zi Nt] ti nn 
vd Ur H 4) == 5 4x En Een 


2) vite: — he un —_ 1x J-4 
(wt — 4m 4) (4? — IT HA) — (4? — 17 H 4)? =O 
(4e? — 17e + 4) (— Br? + 182) —= 0 
of (4x — 1)(e —4)e (13 — 32) = 0 


8 1 1 
waaruit 2, = jn 4 EN Se ANNEN ER Áns waarvan alleen 


© ie *, =d en v, =0 voldoen. 
R.v. W.Pz; A.G.D.B : P. Bakker; v.n. W. & V. 


1378. Oplossen 8 Ar Gom W. 
(Ex, Wisk. L. O. 1869.) 
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Oplossing. 
zr por? ge? zi 


2x log 3 + (6x — 7) log 5 —= (2 — 4) log 3 H (1 — 2) log 7 
2x log 3 + 6x log 5—7 log 5 — 2 log 3— log 3Hlog 7 — —a log 7 
2 (6 log 5 +log 7)—=7 log 5 + log 7 — 4 log 8 
x (log 5° + log 7) =log 57 + log 7 — log 3* 

log 57 +log 7 —log3* __ 3,829403 


en Toe Eene et == 5,035918 == 0,759965. 
log 57 = 4,8927900 log 5 = 4,1938200 
log 7 — 0,8450980 RDE 7 == 0,8450980 
5,7378880 acht 5 0389180 

log 3% — 1,9084850 log 3 3,829403 =— 0,5831310 
3,8294030 log 5 038918 — = 0,7023372 

log 2 = 5,8807937-—10 
x= 0,759965 … 


1379. Van een getal van 3 cijfers is het cijfer der eenheden 
gelijk aan het product der andere 2 cijfers; het cijfer 
der tientallen is meetkundig middelevenredig tusschen 
de andere twee; het omgekeerde van het cijfer der hon- 
derdtallen is gelijk aan het omgekeerde cijfer der tien- 
tallen vermeerderd met tweemaal het omgekeerde cijfer 
der eenheden Bereken dit getal. 


Oplossing. 
Zij abel het getal, dan heeft men 
c—=ab...(l) B? =ac...(2) n= (3) 


Uit (L) en (2) volgt b2e =a?be of bee—a?be = be (ba) =0 
waaruit be =O, welke vervalt omdat b noch c O kunnen zijn, 
en b—a? =0 of b=a?. 

Substitueert men b =a? in (1), dan is c =a?®. Brengt men 
1 2 
a tgn 
waaruit a? =a-2 of a? —a—2=0 ena=2of —1’ 
waarvan alleen de waarde a —=2 voldoet, zoodat 
a=2, bat =d en cat =ab=8 en het gevraagde 
getal —= 248. di  tA GD Dee Heek. 


: bal 
nu b==a? en c=a? in (3) over, dan is 5= 
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Uit c=z=a? volgt terstond, dat a =1 of =2 en c—=l of 
— 8 is. Maar c=—=1 voldoet niet aan de vergelijking (3), 


dus is a= 2, c =8 en b==4 en het getal —= 248. 
R. v. W. Pz. 
Tweede oplossing. 


Stellen we ’t getal voor door |abc{, dan is 
sle & 
cab, b=tac en ofer 
Uit c==ab en b=vwac volgt: c= arac 
dus c?* =a?c en c =a?. c is dus een 3e macht. 
De eenige cijfers, die eene derde macht zijn, zijn 1 en 8. 
Is c= 1, dan is a=pPBe=l en b=vacz=l; ’t getal 
is dan 111, wat echter niet aan de derde voorwaarde voldoet. 
Is c= 8, dan is a= Pc = 2 en b=yac=4; t getal is 
dan 248, welk getal aan de derde voorwaarde voldoet. 
VD AM GCV WORD EERE 
1380. Los x,y en z op uit 
ehy=me, e° Jy =ne?, #3 4 y3 za? — 23. 





Oplossing. 

y= me ayn? 
a. + 2oy Jy? = miet... (1) el 2 
id Fy? er my == gn n) 2 
ee aftr. aftr. 

_— Len 2 
2ay = (1m n)e (2) era fy? == (Sn — mtr 
My = (mt — n) 2? 2d y=me 
verm. 


23 y= 5 Bman — m°) 23, 
Uit deze laatste vergelijking en 23 44% = a? —z* volgt: 


a —23 =5 (Bmn — m3) 23 


of 5 Gmn — m° +2) 23 a 
23 = 245 : (Bmn — m3 + 2) 
waaruit, na weglating der imaginaire derdemachtswortels, 
=P |2as : (Bmn — m3 + 2) 
a 


De SS Bn — ms +2 


P” 2 (mn — m3 + 2), 
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Uit (1) en (2) kan men afleiden : 
mrd Ary yt = mz? 





4ay — 2 (m2 — n) 2? 
aftr. 
zr — 2ay dy? —=(2n —m?)zt 
dus r—_y=kerl2n — m°) 
vd y= mz 


Ont: 
2 = | zE yv (2n—m?) | 2 


r=3 |oo tv (2m m2) | 2 


en p= 5m (On —m)j 


Substitueert men hierin de gevonden waarde van 2, zoo 
bekomt men : 
„mr tar(en — m*) 
6mn — 2m? + 4 
_ampav(2n— m*) 
 6mn — 2m? +4 
Hierbij dient echter te worden opgemerkt, dat als 


am ayv(2n—m?) a 
ST mn — 2m: +4 ee 


/ am —arv(2n—m? 
dan is pt We 23m — mt +27 


B 2 (mn — m3 + 2)° 


en B 2(3mn — m3 J- 2)? 


en omgekeerd. 
Opdat de waarden voor x en y niet imaginair zullen zijn, 


moet m7? $ on zijn. R. v. W. Pz 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 
355. Construeer een A, als gegeven zijn a, A en bj nc; 
n is een gegeven getal. 
(PererseN, Meth. & Theor. 189.) C. K. 
Oplossing. 
Zij A ABC de gevraagde A , waarvan gegeven zijn £ A, 
de zijde a en b + nc. 
Verleng CA met een stuk AD =nc, dan is CD =b Jc. 
Daar /_ A van A ABC bekend is, is ook het supplement 
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van Z A, d.i Z BAD bekend. Van A BAD is dus 4 BAD 
bekend, terwijl de zijden om dien hoek, nl. AB en AD zich 
verhouden als ec en nc of als 1 en 7. 

Construeer nu een A abd, met een / bad == den bekenden 
LZ BAD, terwijl de zijden ab en ad zoo genomen worden, dat 
ad==nXab, dan is A abd A ABD. Van dezen A zijn 
dus de hoeken bekend. Maar nu is van A BDC ook den 
LD (=d) bekend. 

Bovendien kennen we van dezen A de zijde BC —= a en 
CD =b + nc. 

A BDC is dus te construeeren. Trek nu in A BDC eene 
lijn BA, zóó dat / DBA = Z 5 wordt, dan is A ABC de 
gevraagde /. 

Constructie van A BDC. Zet CD — 5 + nc uit. Construeer 
in D een { CDB==/ d van A abd. Beschrijf uit C met 
CB =a een cirkelboog, die het been DB van 4. CDB in één 
punt B raakt of in 2 punten B en B, snijdt. Vereenig D 
met B (of B,) en A BDC is geconstrueerd. 

Uit deze constructie blĳkt, dat er 2 AA BDC en BDC 
kunnen ontstaan. In dit geval ontstaan er ook 2 A A ABC 
en ABC. Beide A A hebben echter den gegeven Z A en de 
gegeven zijde a Dat ze de gegeven zijde a hebben blijkt uit 
de constructie, daar CB (CB,) = a genomen is. Verder is 
Z BAC (B,AC) = den gegeven L A, omdat deze altijd — 
ZL CDB(CDB,) + 4 DBA(DB,A) =4 d +4 b van A abd is. 

VAN DER War & VerBoren. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1361—1380 en 355 zijn ingezonden door: 
A. G. d. B., 1367, 69—77, 79, 
P. Bakker, 1361, 63—67, 69—80. 
W. H. Deelman, 1361, 62, 65—67, 70, 71, 73, 75—80. 
J. Graver, 1361, 64—66, 70, 71, 73, 75—80. 
F. K., 1361, 62, 65—76, 79, 80; 355. 
W. C. R.,‚ 1361—67, 69—76, 78—80; 355. 
V. d. Wal & Verborgh, 1361—80; 355. 
R, v‚. W. Pz., 1361—65, 67—80; 355. 
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MACHTCIRKEL. 


In „De Vriend der Wiskunde” (XI, 1896, blz. 158) heb 
ik onder den titel „Machtlijn en Machtceirkel”’ (Twee 
meetkundige plaatsen) de meetkundige plaats beschouwd van 
de punten, die tegengestelde machten hebben ten opzichte van 
2 gegeven cirkels. Daar is gebleken, dat die meetkundige 
plaats (machtcirkel) een cirkel is, die tot middelpunt heeft 
het midden van de rechte tusschen de middelpunten der ge- 
geven cirkels en dat zijn straal R‚ in de stralen R‚ en R b 


der gegeven cirkels en den afstand a der middelpunten A en 
B wordt uitgedrukt door 


1 
RV |2 RR et 
Hier volgen nog eenige eigenschappen met betrekking tot 
den machteirkel van 2 cirkels. 


1. Stelling. Twee cirkels en hun machtcir- 
kel hebben een gemeenschappeliĳke macht- 


lijn. 
ERN TRRT ei 
A C D B 
Eigsnk: 
Bewijs. Zijn A (R‚) en B (R‚) de gegeven cirkels, C(R‚) 
hun machtcirkel en D het snijpunt van AB met de machtlijn 
van A (R‚) en B (R D) dan behoeft maar te worden aange= 





toond, dat D een pnnt is van de machtlijn van A (R) en C (R ). 


Voor elk punt van de machtlijn van 2 cirkels is het verschil 
van de kwadraten zijner afstanden tot de middelpunten gelijk 
aan het verschil van de kwadraten der stralen. 

AD? — BD? =R? — Bj. 


Is omgekeerd deze vergelijking gegeven, dan zal de lood- 
lijn in D op AB de machtlijn der cirkels zijn. 
Nu is C het midden van AB en 


1 
R‚=jV|2 (R2 +-Rô) — AB? 
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1 1 1 1 Ô 
dus RZ —Ri Ri Ri zRj +7 AB? == 
ie 1 1 
= 5 (BZ Rj) + j AB? = (AD? — BD?) + j AB = 
— 3 AB(AD—BD)+ j AB? = 5 AB (AD— ;-AB+-CD+ 5 AB) 


== (AD + CD) (AD — CD) = AD? — CD? 
D is dus een punt der machtlijn van A (R) en C (R‚) 


en A (R), B (Ry), C (R,) hebben een gemeenschappelijke 


machtlijn. 

2. Stelling. De machtlĳnen van 3 cirkels, 
2 aan 2 genomen, zijn ook de machtlĳnen 
van hun machteirkels. 

Bewijs De 3 cirkels zijn A RD, B (R‚), C (R ). 


De machtcirkel van B (R‚) en C (R‚) is D (R D 

8 n „ C (R) en A (R‚) is E (R). 

Ee „ A (R) en B (R)) is F (R‚). 

Volgens 1 is de machtlijn van A (R,) en B (R‚) dezelfde als 
die van ÁA (R) en F (R p: Evenzoo is de machtlijn van 
A (R) en C (RR) dezelfde als die van A (R_) en E (R‚). 


Het snijpunt dier twee machtlijnen is dus zoowel een punt der 
machtlijn van B(R,) en C (R) als van die van F (R £) en E(R e) 


De loodlijn uit dat snijpunt op BC staat ook loodrecht op EF 
en is dus de machtlijn van B (R‚) en C RJ), maar ook van 


E (B) en F (R‚). 


Gevolg. Drie cirkels en hun machtcirkels 
hebben hetzelfde machtpunt. 

3. Een andere oplossing van het vraagstuk onder no, 1334 
(Vriend d. Wisk. XII, 1897, bl. 81) geeft aanleiding tot de 
volgende stelling : 

Stelling. Zijn A (R), B (R‚), C (R‚) drie gegeven 
cirkels, M (R) de cirkel, die hen rechthoe- 


De Vriend der Wiskunde. XI. 12 
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kigsniĳdt, M (R) de cirkel, die hun omtrek- 
ken middendoor deelt, dan is O (R) of de om- 
geschreven cirkel van A ABC de machtcirkel 
kel van M(R ) en M (RR). 
m m 
Om deze stelling te bewijzen geef ik de volgende oplossing 
van het vraagstuk : 
„Een cirkel te beschrijven, die de omtrekken van 3 gege- 
ven cirkels middendoor deelt.” 
A (R),B R‚), C (R) zijn de gegeven cirkels, M is hun 
machtpunt en M’ het middelpunt van den gevraagden cirkel. 
Nu is: MA? —R5 = MB? — Rj = MC" Rs 
M'A? RS = MB? J Rô =MC? JR} 
waaruit volgt: 
MA? + M'A? =MB? + MB? = MC? + MC? 
Is O het midden van MM’ dan volgt uit de laatste gelijk- 
heden : AO = BO = CO. 
O is dus het middelpunt van den omgeschreven cirkel van 
A ABC en M is nu gemakkelijk te constrneeren. 


De bovengenoemde stelling wordt nu als volgt bewezen. 
De machten van A ten opzichte van de cirkels M (R‚) en 


M' (R') zijn: 
AM? —R? =R? en AM? —R? = —R? 
m a m a 
dus A, en evenzoo B en C zijn punten van den machteirkel 
van M RR) en M' (R_) of m.a.w. O (R) is de machtcirkel 
van M (R‚) en M (RR). 
4. Zijn 2 cirkels A (R‚) en M (R) gegeven, dan kan 


het, na het voorafgaande, niet moeilijk zijn een derden cirkel 
B (R‚) te construeeren , zoodat M (RR) de machteirkel is van 
A (R) en B (R pr 

Verlengt men AM met MB == AM, dan is B het middel- 
punt van den gevraagden cirkel en uit 


E=zV |? (R2 + Rj) — AB? 
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volgt : r=V| (RI HAM?) — Rô 
waardoor de cirkel B (R‚) bepaald is. 


Wanneer de gegeven cirkels elkaar raken of snijden, dan 
moeten de gemeenschappelijke punten op B (R‚) liggen, zoo- | 


dat de constructie onmiddellijk uitvoerbaar is. 
Hebben de gegeven cirkels geen punt gemeen en ligt 
M (R) binnen A (R) ‚ terwijl AM door M (R‚) gesneden 


wordt in C en D, trek dan uit C een loodlijn op AM, die 
A(R) in E snijdt. Beschrijf uit C met CE als straal een 


cirkel, dan zal de raaklijn uit B aan dezen cirkel de straal 
R; van den gevraagden cirkel zijn. 


Ligt M (R) buiten A (R), trek dan uit C de raaklijn 
CE aan A (R). Beschrijf C (CE) enz. 


5. Stelling. Beschrijft men op een gegeven 
rechte AB een regelmatigen n-hoek, dan zal 
de machtcirkel van de om-en ingeschreven 
cirkels van dien n-hoek steeds door 2 be- 
paalde punten van AB gaan. 


Bewijs. Is O het mid- 
delpunt der om- en inge- 
schreven cirkels van een re- 
gelmatigen „n-hoek, die AB 
tot zijde heeft en OD _L AB, 
dan zijn OA = Ren OD =r 
de stralen dier cirkels. Het 
middelpunt van hun macht- 
cirkel valt met O samen, 
Deze cirkel snijdt AB in 2 
punten E en F' op gelijken 
afstand van D. 





Fig. 2, 


Nu is B =OR= GU 2(R2 Hr") 
en ook R,„=O0E= v (r? J- DE?) 
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dus 2R2 J2r2 —=4r? J 4DE? 
4 DE? =2R? — 27? 
of EF: =— 5 AB?. 


Daar de waarde van EF onafhankelijk is van », zal de 
machteirkel steeds door dezelfde 2 punten van AB gaan. 

Opmerking. De lengte van de afgesneden koorde EF is 
gelijk aan de halve diagonaal van het vierkant, dat AB tot 
zijde heeft. 

6. Gaat een der 2 cirkels over in een punt, dan zal men 
voor den straal van den machteirkel van O (R) en P hebben 

1 
R, =z Rt — OP?). 

P kan dus zoowel binnen, op als buiten O (R) liggen, 
maar de machteirkel bestaat niet meer voor OP ) Rr”2. 

Ligt P binnen O (R) en stellen we OP = 1 (R? — p?), 
dan is — p? de macht van P tot O (R) en dus p de halve 
koorde van O (R), die in P loodrecht op OP staat. De straal 
van den machtcirkel is Kn 


Rp =5 UR? 47%). 


R, bereikt zijn lin waarde voor p= R, dus als P 


met O samenvalt, nl. B =5 Rr2. 
Voor p=0, dus als P op O (R) ligt, heeft men 
1 
KR, == 5 R. 
Ligt P buiten O (R) en is OP =1v (R? + p?), dan betee- 
kent p de raaklijn uit P aan O (R) getrokken en 
1 
R,=g(R* —p*). 
De grootste waarde van p is nu p= R. 
Hieruit kan men de volgende constructie afleiden voor den 
machteirkel van een cirkel O (R) en een punt P. 
Beschrijf P (p), p{R, trek in O (R) een koorde —= 2p. 
Het midden van die koorde is A. 
De snijpunten van O (OA) en P () zullen putten zijn van 
den gevraagden machtcirkel. 
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3. Stelling. Sniĳjdt 
de machtcirkel 
M (R) van O (R) 


en P (binnen O(R) 
gelegen) de rechte 
OP in de punten 
Q, en Q, en trekt 
men in die pun- 
ten raaklijnen 
SU, en S,U,, dan 
is Phetsnĳpunt 
der diagonalen van het trapezium S,S,U,U, 
en 8,8, = UU, = Ruv& 

Bewijs. Voor elk punt A van den omtrek van den macht- 
cirkel is AP gelijk aan de halve koorde van O (R), die in 
A middendoor gedeeld wordt, dus : 

Q‚P=Q,S, en Q,P =Q, Us 
bijgevolg LQ,PS, =Z Q, PU, =45". 

SP en PU, vallen dus in elkaars verlengden en P is het 
snijpunt der diagonalen van S,9,U,U,- 

Uit Q‚S, =Q,P en Q‚U, = QS, =Q,P volgt 

QS, + Q,5, —=QQ, = 2R 

Snijdt de loodlijn uit M op OP getrokken de koorde SS: 
in P, dan is MF, = (QS, + WS) =B; 

Hieruit volgt, dat F, op M (R‚) ligt, verder is 

SF, =F,S, en OF, LS,5,. 

Voor OP = 1 (R? — p?) is 


1 
OM =jv (R° pt!) ME, = z (R2 +9?) 





Fig. 3. 


dus Ole 8 Rr2 


Co) 
en SS, = Rv. 
8. Uit de vorige eigenschap leidt men een eenvoudige con- 


structie af voor den machteirkel van O (R) en P, als P bin- 
nen O (R) ligt. 
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Construeer Ry? en beschrijf uit O en P cirkelbogen 


met den straal 5 Rv? De snijpunten zijn punten van den 


gevraagden cirkel; door ze te vereenigen krijgt men zijn 
middelpunt. 

Of nog anders. 

Trek uit P een rechte PS, die met OP een hoek van 45° 
maakt. Trek S,Q, loodrecht op OP. Deel OP in M mid- 
dendoor, dan is M Kie, ) de gevraagde cirkel. 

9. Ligt P buiten O (R) 
en OP { Rr’2, dan zal 
men op dezelfde wijze als 
boven kunnen bewijzen, 
(mits men in de figuur 
S, en U, verwissele) dat 
P het snijpunt is der op- 
staande zijden van het 
trapezium S,U,S,U, en 
dat S,S, == Rr’2. 

De constructie van den 
machtcirkel is even een- 
voudig als in 8. 
en Opgave. Is F, het 2de 
Fig. 4. snijpunt van S,S, met den 
machteirkel (fig. 3 en 4), bewijs dan PF, l SS, en 


BER OE k p? als OP —=1rv (R? — p?). 


10. Stelling. Is P, het snĳpunt van S,S, met OP 
(fig. 3 en 4), dan zal het midden N van PP, het 
voetpunt zijn der machtlijn van O(R) en M(R). 


Bewijs. Daar OF, LS S,, zooisook PF, | S,S,, F, ligt 
dus op den cirkel met de middellijn PP, 
In den koordenvierhoek F‚MPF, heeft men 
LOMESE MERE AME TO 
en LE MRTO NEE 


dus LMF,P =/ PPF, = 5 bg PF. 
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Hieruit volgt, dat MF, _L NF,; M (R) wordt dus recht- 


hoekig gesneden door N (NP). 

P en P, zijn inverse punten ten opzichte van M (R‚), 
want MP x MP, = MF? —= Ri: 

Verder is OP x OP, =2 MP x (MP + MP‚) = 

—=2MP? +2RS =20F; =R? 
of als D het snijpunt is van O (R) en N (NP) 
ODO ORE 

O (R) wordt dus rechthoekig gesneden door N (NP). 

Wanneer 2 cirkels rechthoekig gesneden worden door een 
derden, dan is het middelpunt van den laatsten een punt der 
machtlijn van de beide eersten, zoodat N het voetpunt is der 
machtlijn van O (R) en M (R)- 


11. Zij O(R) een gegeven cirkel, beschrijven we O ( 5 Ry2) 


dus den cirkel, die O tot middelpunt en SR? tot straal 


heeft en nemen we op dezen een willekeurig punt F', dan heb- 
ben we de 

Stelling. De meetkundige plaats der punten 
P, wier machtcirkel ten Gree van O (R) 
door F gaat, is de cirkel F (5e2). 

De E TEENS Bewijs. Reeds is aan- 
getoond (zie 8.) dat 
men 2 punten verkrijgt 
van den machteirkel van 
P ten opzichte van O (R) 
door uit O en P cirkel- 
boeg te beschrijven met 


5 Rrv/2 tot straal. 
Hieruit volgt, dat de 
machteirkel van P door 


een bepaald punt F van 
1 
O (5 R‚2) zal gaan 





als PF —= - Ry’2. 


1 
2 
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F ( 5 R2) is dus de meetkundige plaats van P. 


Gevolg. Daar het middelpunt M van den machtcirkel steeds 
het midden van OP is, zoo zal de eirkel op OF als middel- 
lijn de meetkundige plaats zijn van de middelpunten der 
machtcirkels van de hier bedoelde punten P. 

12. Stelling. Is F een willekeurig punt van 


den cirkel o (52) en doorloopt P den cir- 


kel, die F tot middelpunten „Rr? tot straal 


heeft, dan zullen de raaklĳnen in Q, en Q, 
(waar de machteirkel van P door OP gesne= 
den wordt, zie fig. 3 en 4) steeds gaan door 
de uiteinden S, en S, van de koorde in O (R), 
die in F middendoor gedeeld wordt. 

Bewijs. Volgens % snijden de raaklijnen in Q,‚ en Q, 
aan den machteirkel van P (binnen of buiten O (R) gelegen) 
van O (R) steeds een koorde == Ry’2 af. Ook is daar ge- 
bleken, dat de machtcirkel van P door het midden F van 
SS, gaat. 

Daar nu gegeven is, dat P een cirkel beschrijft met F' tot 


middelpunt en > Rr? tot straal, zoo zullen de machteirkels 


der punten P steeds door F' gaan, De koorde SS, is bijge- 
volg onveranderlijk en de raaklijnen in Q,‚ en Q, aan die 
machteirkels gaan door S, en S,. 

13. Stelling. De meetkundige plaats der in- 
verse punten van de punten P is de rechte S,S,. 

Bewijs. In 10 is gebleken, dat het snijpunt van de 
koorde S,S, met OP het inverse punt van P is. Daar nu 
volgens de vorige stelling voor de hier bedoelde punten P, 
de koorde S,S, niet van plaats verandert, zoo volgt hieruit 
dat 5,8, de meetkundige plaats is van de inverse punten der 
punten P, 

Opgaven. a. Zijn F, en F, de snijpunten van den macht- 


cirkel van P met den cirkel O ( jR2), dan zal P buiten, 
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op of binnen O (R) liggen, als / F,OF', kleiner dan, gelijk 
aan of grooter dan 90° is en omgekeerd. 

b. Bepaal de waarden van OP voor / S,P,O = 60°, 45°, 30°. 

(P, is het inverse punt van P.) 

c. Bewijs, dat de loodlijnen uit willekeurige punten P, 
P,, P,.... neergelaten op de bij hun machteirkels behoorende 
koorden S,S, zich verhouden als p2:p?:p?:.... als de af- 
standen OP,, OP, , OP, .... worden voorgesteld door 

PERS pi); FARA PI)  (R2—p3) see 

14. Stelling. De snĳpunten der machtceirkels 
van 2 willekeurige punten tenopzichte van 
een zelfden cirkel liggen op gelijke afstan- 
den van die punten. 

Bewijs. Zijn P, en P, de gegeven punten, O (R) de ge- 
geven cirkel en G, en G, de snijpunten der machteirkels van 
P, en P, ten opzichte ean O (R), dan heeft men volgens de 
beteekenis van machteirkel 

G,P3 =R? —G,02 en G,P2=R? —G,0? 
dus Obi GE — GP. 
evenzoo Ons 

15. Stelling. Het snĳpunt der machtlĳnen van 
O(R) met elk der punten P, en P, ligt op de 
sSnĳliĳn der machtcirkels van P‚ en P, ten 
opzichte van O (R). 

Bewijs. Dit volgt uit 2. 

16. Stelling. Neemt men opeen middellijn van 
O (R) aan denzelfden of aan tegengestelden 
kant van O twee punten Uen V zoodanig dat 
OU? OV? —= 2R?, dan zullen de machtceirkels 
van U en V ten opzichte van O (R) elkaar in- 
of uitwendig raken. 

Bewijs. Stellen wij OU — vr (R? — p?), dan is OV —= 
v(R? Hp?) Liggen U en V aan denzelfden kant van O 
en zijn M, en M, de middelpunten hunner machtcirkels, dan is 

OM, = zv (Re — p?) en OM, =j (R2 Hp?) 
en de afstand der middelpunten 
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1 1 
MM =5 VABI DI 5 WR TP 
Voor de stralen der machtcirkels vindt men uit de alge 
meene formule 


1 1 
R‚=z WK (R* 49°) en R‚ =3 Vv (R? — p?). 


De afstand der middelpunten is dus gelijk aan het verschil 
der stralen MM, =R —R„ | 

De cirkels raken dus elkaar inwendig. 

Op dezelfde wijze blijkt, dat de machtcirkels elkaar uit- 
wendig raken, als U en V aan verschillenden kant van O liggen. 

Opgaven. a. Trekt men in het raakpunt der machteirkels 
van U en V hun gemeenschappelijke raaklijn, dan is de koorde 
door O (R) van die raaklijn afgesneden gelijk aan UV. 


b. Bewijs, dat MV? —M U? — 5 p*. 


17. Stelling. Zijn G, en G, desnĳpunten der 
machtcirkels van P, en P,, dan zal de cirkel 
die G, (of G,) tot middelpunten GP, (of G,P,) 
tot straal heeft, de meetkundige plaats zijn 
der punten, wier machteirkels door G, (of 
G,) gaan. 

Bewijs. Gaat de machteirkel van het punt P, door het 
snijpunt G, der machteirkels van P, en P,, dan is 

BG Ra OGS Brie 
dus P, ligt op G, (GP). 

Gaat de machtcirkel van P, niet door G, dan is 

P,Gt R2 — 0 


dus P‚Gt/P,Gt 
en P, ligt niet op G, (G,‚P,\. 

Omgekeerd blijkt nu ook, dat de machtcirkel van elk punt 
van G, (G,P,) door G, gaat en dat die van elk ander punt 
niet door G, gaat. 

Opgaven. a O (R) is een gegeven cirkel, Q ligt op O (R) 
en P ligt op den machtcirkel van Q. Bewijs dat de gemeen- 
schappelijke koorde S,S, van de machtcirkels der punten P 
en Q steeds gelijk is aan R. 
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b. Leidt uit a een constructie af voor den machtcirkel van 
een punt P binnen O (R) gelegen. 

c. Ligt een punt P op de middellijn QQ, van O (R), dan 
is de sniĳliĳn S,S, der machtcirkels van P en Q evenals de 
sniĳlijn S,S, der machtcirkels van P en Q,‚ gelijk aan p als 
OP =y (R? — p?). 

d. Als de letters dezelfde beteekenis hebben als in c be- 
wijs dan: 


OS, XPS, = 08, X PS, — vR 
1 
en OS, =| RRAD F RRD) 


PS, =3 REHD) RRD). 


In een volgende aflevering van „De Vriend’ wensch ik het 
een en ander mee te deelen over den „Machtcirkel van 3 of 
van meer cirkels”, 

Juni ’97. A. A. MorL v. SANTBERGEN. 


OPGAVEN, 
waarvan de oplossingen vóór den 15°* October 1897 franco 
bij den Redacteur A.J. van BrreN te Arnhem 
worden ingewacht. 

1401. Twee weiden, groot 45 en 55 HA., liggen naast elkaar. 
In de eerste kan men 12 koeien 84 dagen laten grazen, 
in de tweede 22 koeien gedurende 49 dagen. Men 
neemt de afsluiting tusschen beide weiden weg en brengt 
in beide samen 36 koeien. Als die weiden even vrucht- 
baar zijn, hoe lang kunnen die koeien er dan in grazen ? 
Rek. opl. Revit We Pz: 
(Bertram en Nijennurs, [Ie Verz. 2e st. no. 126.) 


1402. Bereken in ’t 8-tallig stelsel tot op , nauwkeurig 


___ 3 ___ 
Zijt Vv l 
Valt alg. H. VERHAGEN. 
1403. Iemand moet over 3 jaar f 11706 betalen. Hem wordt 


toegestaan, aan ’t eind van ’t le, van ’t 2e en van 
't 3e jaar telkens eene gelijke som te betalen. Hoe 


1404. 


1405. 


1406. 


1407. 


1408. 


1409. 


1410, 
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groot is deze, als er 4°/, ’s jaars voor vervroegde be- 


taling wordt gekort ? H. VERHAGEN. 
Toon aan, dat de oneindige harmonische reeks 

1 1 1 

a % adv ; Pu 9 D eee 
niet te sommeeren is. H. VERHAGEN. 


De weg PQ is 71 KM. lang. A vertrekt om 10 uur 
uit P, B gaat om 11 uur uit P, C komt hen om 12 uur uit 
Q tegemoet. Hunne snelheden zijn respectievelijk 4, 4,5 
en 5 KM. per uur. Hoe laat zal C juist midden tus- 
schen A en B zijn? Rek. opl. H. VERHAGEN. 
Hoe luidt in het elftallig stelsel het kenmerk van deel- 
baarheid door 7: 
a. door middel van de periode van resten , 
b. door optelling en aftrekking ? 
Geef het bewijs. H. VERHAGEN, 
Bewijs, dat in een willekeurigen vierhoek de som der 
vierkanten op de diagonalen gelijk is aan de som der 
kwadraten op de zijden, verminderd met viermaal het 
vierkant op de lijn, die de middens der diagonalen 
vereenigt. RK. v. Ms 
Drie rechte lijnen zijn in grootte en stand gegeven. Men 
vraagt een punt te vinden, zoodat als men dat punt 
met de uiteinden dier lijnen vereenigt, de 3 (op die 
gegeven lijnen als bases) ontstane A A even groot zijn- 
(WrisseLinK, Mtk. vrgst. S3est.S 21, 118) M.v.O.Jr. 
Door het middelpunt M van den omgeschreven cirkel 
van een A ABC trekt men 3 rechten EF // AB, GH // BC, 
IK //AC. Als nu de punten E en H op AC, F en I 
op BC, G en K op AB liggen, bewijs dan dat (R = 
str. omg. cirk.) 

AB.EF +BC.GH—-CA.IK==6R?. M.p.J. 
In een cirkel zijn een reg. 5-, 6- en 10-hoek beschreven. 
Bewijs nu — zonder toepassing der formules voor de 
zijden dezer reg. veelhoeken — dat het vierkant op de 
zijde van den vijf hoek, gelijk is aan de som der vier- 
kanten, welke op de zijden der reg. 6- en 10-hoeken 
beschreven zijn. 


1411. 


1412. 


1413. 


1414, 


1415. 


1416. 


1417. 


1418. 


1419. 
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Als men uit een punt der lijn, welke door de snij- 
punten van 2 elkaar snijdende cirkels is getrokken, 4 
raaklijnen aan die cirkels trekt, dan zijn de raakpunten 
de hoekpunten van een koordenvierhoek. Bewijs dit. 
Op de zijden van een rechth. A ABC zijn buitenwaarts 
gelijkzijdige AA ACD, ABE, BCF beschreven, wier 
toppen D, E,‚ F met de overstaande hoekpunten B, C, A 
van den rechth. A ABC zijn verbonden. Wat weet 
ge van deze verbindingslijnen AF, BD, CE? Hoe lang 
zijn zij, als de rechthoekszijden AC — a en AB — b zijn? 
Als in A ABC de lijn AD de zijde BC zoo in 2 deelen 
verdeelt , dat CD = 2BD is, dan is 


AC? + 2AB2 —= 3AD? + , BO?. 


Bewijs dit. Ä. G. p. B. 
Bewijs, dat in een rechthoekigen A de hypotenusa 
grooter is dan of gelijk is aan 4 maal het 
verschil tusschen eene der rechthoekszijden met hare 
projectie. HERE SAV 
Bepaal door deeling den G.G.D. van: 

xy — Uvtyz — 6ryz? J 18423 
en 6z5 + 15rty — 432? — 10v?yz?, 


(Carrie, Algebra, S 64, no. 835.) +: 
Deel 12 door 3—B8. . 
(H. B. S. 1866.) + 


Los x op uit: 
8a® Ja (a? —1)— 8x? —=0. (Zes antwoorden.) 


(Veeartsenijschool 1896.) A. H. 


Iemand wil een kapitaal van f 12000 zoodanig in twee 
deelen verdeelen, dat, als hij het eene tegen 8 en het 


andere tegen 4°/, uitzet, interest op interest gedurende 
10 jaren, de alsdan verkregen kapitalen even groot zijn. 
Hoe groot is elk deel ? 

(Veeartsenijschool 1896.) Anser 
Van vier opeenvolgende termen eener meetkundige reeks 
is de som 80, en de som der vierkanten 3280. Welke 
zijn die termen ? À- G. po. B. 
(Sars, Algebr. Vrgst., 3e stukje, no. 48., bl. 96) 
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1420. Kan de som van drie getallen gelijk zijn aan hun K.G.V.? 


360. 


361, 


362, 


363. 
364. 
365. 
366. 


367. 


368. 
369. 
3140. 
31. 


(v. WAGENINGEN, Vrag. en Opg. Rek., lest. S 12 no. 22) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

Een uur-, een minuut- en een secondewijzer bewegen zich 
om dezelfde as. Om 12 uur bedekken zij elkaar. Hoe 
laat zal voor het eerst na 12 uur de secondewijzer gelijke 
hoeken met de beide andere wijzers maken ? f 
(Mrcraëris, Bekn. Lrb. d. Werktgk., S 24, no. 7.) 

Als men een getal, waarvan de laatste 3 cijfers eeu ge- 
tal vormen, gelegen tusschen 189 en 211, tot de tweede 
macht verheft, dan zullen de laatste twee cijfers een 
kwadraat zijn. Bewijs dat. AMG 
(R. v. WaAGeENiNceN, Vragen en Opg. III, S 41, 54.) 
Als men uit de uiteinden der basis van een gelijkbeenigen 
A op een der beenen en op het verlengde van het andere 
been gelijke stukken afmeet, dan zal de rechte, die de 
zoo verkregen punten verbindt, door de basis middendoor 


gedeeld worden. (KrarPerR, Vrgst. 69.) is 

Zie bl. 101, Veeartsenijschool 1896, Algebra no.2. A.H. 
Idem bl. 102, no. 3. A. H. 
Idem no. 5, A.H. 
Idem Planimetrie no. 1. (Zie De Vriend der Wiskunde 
I, bl. 55, no. 10.) A.H. 


Idem no. 2. AO = 5 AD. Verleng AD met DE == AD, 


dan zijn A ABE en A ACE te construeeren , waardoor 
A ABC bekend is. A.H. 


Idem no. 3. Teeken de figuur, Dan is r = ER. ASH 


Idem no. 4. Zie De Vriend I, no. 32 en VII no 779. 
Idem no. 5. Teeken de figuur. v=ar2—a. A.H. 
Idem no. 6, id. 36°, 72°, 72°. A. H. 


Iets over transversalen in een driehoek. 


Kiezen wij op de zijden BC, AC en AB van den A ABC 
respectievelijk de punten D, E en F en trekken wij dan de 
lijnen DE, EF en DF, dan zullen deze in ’t algemeen de 
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zijden van den A respectievelijk in 3 punten G, H en K 
snijden. Op elk van de lijnen DE, EF en DF passen wij 
het theorema van MenreLAüs toe : 


GB EA DC 
GA “EG “ pB= +! 
KC EA FB 
KB “zo “mat! 
HA FB DC 


HOF “DB +! 
Door vermenigvuldiging ontstaat hieruit 
GBEKOS HA EA DC FB \? 
GA “kB “no “(go “pa*m) = +1 
Uit deze vergelijking kunnen wij het volgnde afleiden : 
Zijn de punten D,E en F zoo gekozen, dat de lijnen AD, 
BE en CF door 1 punt O gaan, dan is volgens het theorema 


EA DC FB \? 

a 
van Cerva (en XDB X EK = (—1)? = +1 en dus volgt 
uit bovenstaande vergelijking, dat 


HA 
de punten G, H en K liggen dus volgens het omgekeerde 
van de stelling van Menevaüs in éón rechte lijn. 

Snĳden delĳnen AD, BE en CF elkaar in een 
punt, dan liggen de punten G, Hen Kin óón 
rechte lijn. 

Weten wij aan den anderen kant, dat de punten G, H en 


K in een rechte lijn liggen, zoodat dus 
GB 


GA XX KB X HO JL is, 
dan volgt uit bovenstaande vergelijking : 
( L ld en dus ee EEP 
BORDDBA Je KO DB WAD nme 
Het gedurig product van de verhoudingen der segmenten is 
dus gelijk aan de eenheid met het + of het — teeken. Daar elke 


verhouding op zich zelf negatief is, is het product ook nega- 
tief, dus De X noem =—l. 
EC °° DB FA 
Volgens het omgekeerde van het theorema van Crva gaan 
dus AD, BE en CF door een punt. 
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Liggen de punten G, Hen Kineene rechte 
lijn, dan sniĳden delĳnen AD, BE en CF elkaar 
in een punt. 

Wij kunnen het bovenstaande uitbreiden en zeggen: 

1°. Omdat de punten G, D en E in éen rechte lijn lig= 
gen, snijden AK, BH en CF elkaar in éen punt S,. 

2°, Omdat de punten H,‚ F en D in éene rechte lijn lig- 
gen, snijden de lijnen AK, CG en BE elkaar in éen punt S,. 

3°. Omdat de punten K, E en F' in éene rechte lijn lig- 
gen, snijden de lijnen CG, BH en AD elkaar in éen punt $,. 

P. BAKKER. 


Een eigenschap van den cirkel. 
(Zie ook blz. 133.) 


1. Een cirkelomtrek is door de punten A, BenC in drie 
gelijke deelen verdeeld. Als men deze punten verbindt met 
een punt P van den omtrek, dan is AP —BP JCP = 0 
(P tusschen A en C). 


Bewijs: Verbind de vier punten twee aan twee; dan heb- 
ben we volgens de stelling van Proremeus: 
AP x BC + CP x AB == BP x AC 


maar BO AB =SIA05 
dus AP + CP = BP 
of AP — BP + CP =0. 


2. Een cirkelomtrek is door de punten A,‚B,C, D en E 
in vijf gelijke deelen verdeeld. Als men deze punten verbindt 
met een punt P van den omtrek, dan is | 

AP — BP + CP — DP + EP —= 0 (P tusschen A en E). 


Bewijs: Verbind de zes punten twee aan twee; dan heb- 
ben we volgens de stelling van Prouemeus in de vierhoeken 
ABDP, PBCD en PBDE: (zijde vijfhoek —= a, en koorde bij 
een boog van 144° —= A.) 

AP Xx A HDP Xa, = BP X A 

CP x A = DP Xa, + BP X a, 
EP x A + BP Xa, =DP xA 

(AP + CP + EP) A =(BP + DP) A, 
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dus AP JCP + EP = BP + DP 
of AP — BP + CP — DP + EP — 0. 


Een soortgelijk bewijs kan men gemakkelijk vinden voor 
alle regelm. ingeschr. (2n + 1)-hoeken. 
G. J. KrorMan. 





OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1381—1400. 


1381. Van een stuk laken wordt 3 verkocht à f 7,20 den 


meter, 5 van de rest à f 6,75 den meter, terwijl het 
overblijvende met 15 cent verlies per meter van de hand 
gedaan wordt. Als men op het geheele stuk 8, °°, wint, 


wat was dan de inkoop van 1 meter? (Rek. opl.) 
(Hoofdacte Arnhem ’96.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Men berekent eerst den gemiddelden verkoop van de eerste 
twee partijen. 


zà f 1,20 = f 2,40 





5 van de rest —= 5 à f 6,75 = f 1,50 
HeT ste Opt. 
5 
5 f 3,90. 
Het gemiddelde is dus 5 ä fj En =—=f 7,02 per M. 
9 


De rest of 5 wordt met 15 cent verlies per M. verkocht. 


Als er totaal niet gewonnen was, dan zouden deze 15 cent 


per M. evenwicht moeten maken met : X15 ec. = 12 cent per M. 


van de gemiddelde eerste twee partijen. Men kan dus de derde 

partij zonder winst of verlies verkoopen en dan de gemiddelde 

eerste twee partijen voor f 7,02 —f0,12 = f690 per M. De 
De Vriend der Wiskunde. XII. 13 
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1 : É 
83 o, die nu in ’t geheel gewonnen worden, worden gewon- 


nen op de eerste twee partijen en dus, over deze partijen 
vile 1 
gerekend, is de winst — X 85 — 15°/,, zoodat de inkoop per 


5 3 
Mwa, 


1,15 P. BAKKER. 


Tweede oplossing. 


Van dat stuk laken verkoopt men zoo vaak 3 M. à f 7,20, 
als 2 M. à f 6,75 en 4 M. met f 0,15 verlies per M. Het- 
geen ontvangen wordt voor elke 9 M, is alzoo 3 X f 7,20 + 
2Xf6,75 — 4Xf0,15 J4 Xink. van l M. = f 34,50 J 4 X 
ink, van 1 M. Daar de winst 85 piof 1 van den inkoop is, 
is = X ink. van 9 M., d. í. ink. van 95 M, dus ink. van 
9% M.— ink, van 4M. —=f 34,50 of ink. 54 M. = f 34,50, waaruit 


f 34,50 en 50 _ f 138,00 


ee kl 
8 een fi: 


volgt, dat 1 M. bij inkoop kost 


5 


J. GRAVER. 


1382. A en B handelen ieder voor zich. Het geld van A 
staat tot dat van B als 5:8. A wint f 60 meer dan 
12°/,, B verliest f 400. Als nu de gelden van A en 
B zich verhouden als 3:4, vraagt men , met hoeveel 
geld ieder den handel begon. (Rek. opl., niet door 
eig. v. evenr.) 

(Hoofdacte Arnhem ’96.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
A's geld staat tot dat van B als 5:8. A wint 12°/, en 
nu wordt de verhouding 112: 160 = 7: 10. 


Maar B verliest f 400 en A wint nog f 60 en nu wordt 
de verhouding 3:4. Als A f 280 verloor, bleef de verhouding 


7 : 10 bestaan. En dan had A dus n van ’t geld, dat B 


overhoudt na het verlies van de f 400. 
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Maar daar A f 60 wint, dus f/280 + f60 =—= f340 meer 
heeft, is zijn geld z van het overschot van B. 


7 


E10 20 van het overschietende deel van 


f 340 is dus . 
B's geld. 
B had dus 20 x f 340 + f 400 —= f 7200 en A had 


5 
8 en 200. J. B. BAKKER. 


1383. Iemand moet een hollen cilinder maken, die 5 L. kan 
bevatten. Bereken op 5 mM, nauwkeurig de afmetingen 


binnenwerks, als hoogte = wijdte. zr — 3,141592653589. 
Gebruik van z niet meer cijfers dan noodig zijn en 
laat de bewerking staan. 


(Hoofdacte Den Haag '96.) H. VERHAGEN, 
Oplossing. 
Stelt men den straal van het grondvlak = r M., dan is 


zijn oppervlak = zr? M? en de inhoud van den cilinder == 
2ar3 M3. Omdat die maat 5 L == 0,005 M3 moet kunnen 
bevatten, zal men moeten hebben : 

22ar3=—=0,005, dus 2r =P 0,02 : z. 


1 
Deze waarde moet tot op 3 duizendste nauwkeurig bepaald 


worden. Daar #”0,02: „EE is, zoo zal met het be- 
geerde antwoord vinden, door den teller der laatste breuk tot 
op 0,001 nauwk. te bepalen. Het quotient 0,16: zr zal nog 
honderdste deelen opleveren, zoodat in 90,16: zr het eerste 
cijfer (de nul aan de linkerhand niet meegerekend) tienden 
zal aanwijzen. Bij de worteltrekking moeten alzoo 3 cijfers 
worden berekend. 

Bepaalt men hiervan # cijfers op gewone wijze, dan kun- 
nen er nog 2u — 3 door een verkorte deeling worden gevon- 
den, dat is in ’t geheel 3n — 3 —= 8; dus is n —2. 

Hieruit volgt, dat men 0,16: in 2 X 3 == 6 decimalen 
moet berekenen. Daar de eerste decimaal van het quotient 
een nul is, nemen we van z 6 cijfers. 
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3,14159 ) 0,1600000 (SPOE 





1570795 
29205 B0,050929 == 0,370 
28269 27 
936 97 23929 
628 27 23653 
308 679 276 
279 3379 
29 49 
4101 
De gevraagde lengte is dus 370 mM.:2 == 185 mM. 
| R. v. W. Pz. 


1384. Iemand heeft 2 pendules. De eene loopt per etmaal 
een half uur vóór, de andere in dien tijd 10 min. achter. 
Wanneer ze nu beide op 12 uur worden gezet, na 
hoeveel tijd zullen dan voor ’t eerst op beide uurwerken 
gelijktijdig de uur- en minuutwijzer elkaar bedekken ? 
(RAADERSMA, IV.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Tusschen twee opeenvolgende keeren, dat de wijzers van 
een uurwerk elkaar bedekken, legt de minuutwijzer een cirkel- 
omtrek meer af dan de uurwijzer, terwijl hij 12 maal zoo 


vlug gaat. Hij heeft in dien tijd dus Ee cirkelomtrek afge- 


1 
legd. Gaat het uurwerk goed, dan geschiedt dat in Le uur. 


' 
't Eerste uurwerk loopt per etmaal z uur voor; daarop 


8 48 12 576 
geschiedt het dus elke pj ter = z3g wer. 
Het tweede uurwerk loopt per etmaal 10 min. achter; daarop 
8 144 12 1728 
geschiedt het dus elke 15 CUE = 575 VEF 
576 _ 1728 , 1728 1728 6 
Et K. . . Ned Den 1 Rare EPE es TRE 
G. V Val zog CD Tors iS Tr Na T uur of 6 


dag zullen dus voor ’t eerst op beide uurwerken gelijktijdig 
unr- en minuutwijzer elkaar bedekken. W.C. Re 
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Tweede oplossing. 


De eene pendule legt in een etmaal 1470 minuutboogjes en 
de andere in denzelfden tijd 1430 van die boogjes af. De 
snelheden verhouden zich dus als 1470 tot 1430 of als 147 : 143. 
Om 12 uur bedekken de wijzers „elkaar”. Dit zal weer het 


geval zijn, als de minuutwijzer De Xx den geheelen omtrek 


heeft afgelegd. Heeft de eerste pendule 147 X dien afstand 
gedaan, dan zal het andere uurwerk juist 143 X dien weg 
hebben afgelegd. Maar dan zullen ook op beide pendules de 
wijzers „elkaar’” bedekken. Tevens blijkt, dat dit de eerste 
maal is, omdat 147 en 143 de kleinste geheele getallen zijn, 
die de verhouding der snelheden uitdrukken. 


Een goedloopend uurwerk heeft dan 144 X le uur afge- 


legd , zoodat het gevraagde plaats heeft na 144 Xx En Uu 


DR: 6 
at tan R. v. W. Pz. 


1385. A en B gaan een compagnieschap aan. De inlagen 
zullen zich verhouden als 7:4 en de winsten als 6 : 5, 
omdat B den handel zal drijven. Indien ze nu besluiten 
de inleggelden zoo te verhoogen, dat ze zich verhouden 
als 8:5, hoe moeten dan de winsten zich verhouden ? 
(S. pe Gast, Opl. rek. vrgst.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


7 - 4 0 
À legt mr var de som in en B TE B krijgt jz ven de 


1 8 3 
winst, dus — van de totale som of - van Â’s inleg voor zijne 


11 
moeite. Indien de inleggelden zich verhouden als 8:5, zal 
A dus slechts de winst ontvangen van nx 5 of a deel en 


lees 5 43 ' : 
B van RST ere of AT deel. Hunne winsten zullen zich 


dan verhouden als 48 : 43. W. H. DrELMAN. 
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Opmerking. Een der inzenders meent, dat A en B met 
een zelfde bedrag hunne inlagen moeten verhoogen, zoo het 
vraagstuk bepaald zal blijven. Zijne opmerking dienaangaande 
is ongegrond. Het doet niets ter zake, op welke wijze de 
kooplieden hunne inlagen wijzigen om tot de verhouding 8: 5 


te geraken. Immers, A geeft eerst B van ’t bedrijfskapitaal, 


later — , en verder doet hij niets. De te verrichten arbeid 


Ë, 
13 
wordt door B geleverd. Voor De kap. wordt ke der winst 
BOE 
18 2 11/4 CIL STB TR 
en dit deel is voor A, onverschillig, of het kap. grooter of 
kleiner geworden is. H. VERHAGEN. 


uitgekeerd ; voor en kap dus 


1386. Iemand leent f 5000 à 4°/, ’sjaars. Hij wil de leening 
in 4 jaar aflossen, zoodanig, dat hij aan ’t eind van 
elk jaar evenveel betaalt aan rente en aflossing samen. 
Hoe groot is de som, die hij elk jaar moet betalen ? 

H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Stel, dat hij het eerste jaar f x betaalt, dat wordt met de 

rente fw J- f 200. 

Het tweede jaar betaalt hij aan rente 


1 1 
zz f 9000 — fw) = f 200 — ze 2. 


1 
Is nu de aflossing y, dan is y + f 200 — 5? = [4200 


E 26 
of y= 
Zoo voortgaande, vinden we, dat de aflossingen zijn 
26 262 263 
fs 25% ggz en / ost 
00E 
2 2 265 25% 
Samen: 2 (1e) =al 
25 


== 25 2 (1,04% — 1) —= 5000. 
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of 5000 
725 X (1,044 —1) 
Berekening : 
log 1,04 = 0,0170333 log 5000 — 3,6989700 
log À 044 =— 0681332 log 25 (1,044—1) — 0,6280056 
1,044 = 1,16985 log r — 3,0709644 
1,044 — Keb 16985 Hf KLADE 
log (1, 044 —1) =9, 2300656—10 Hij betaalt dus ieder 
log 25 =| 3979400 jaar f1377,50 ruim. 
log 25 (1,04*—1) —= 0,6280056. J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 

Zet de erediteur de ontvangen gelden tegen 4 °/, samengest. 
interest uit, dan zal hij na 4 jaar 1,04% x f 5000 bezitten. 
De eerste som staat 3 jaar uit, de tweede 2 jaar, de derde 
1 jaar, terwijl de laatste termijn niet op interest wordt gezet. 
Wijl de ontvangen sommen gelijk zijn, zoo zal het gezamen- 
lijk bedrag gelijk zijn aan (1,043 + 1,042 + 1,04 J-1) Xx de 

Ate 


$ 


jaarlijksche aflossing, dit is XxX dat bedrag. 


1,04 — 
De gevraagde som is dus 
1,044 — 1 
1,04% 26 f 5000 ° ATA, Ee 1,04% Xx f 200: (1,044 — 1) Ke 


1,16985856 x f 200 : 0,16985856 — f 233,971712 : 0,16985856. 

t Is voldoende, deze waarde tot op 1 cent nauwk. te be- 
palen. Omdat er in de uitkomst 4 cijfers voor de komma 
komen, zal het quotient 6 cijfers moeten bevat'en. Door een 


verkorte deeling vindt men: 


0,16985856  233,97171 ( 1377,45 
169 85856 


64 11815 
50 95755 


18 15560 
11 89006 


1 26554 
1 18895 


1659 
6792 


867 
845 


22 
De jaarlijksche aflossing is dus f 1377,45. Ri vaWabzi 
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1387. Construeer den A ‚ waarvan bekend zijn : 
1°. de hoogtelijn op de basis (—= h), 
29, de zwaartelijn naar de basis (= m), 
30. de bissectrix van den tophoek (—= 5). 
(Akte-ex. Wiskunde, 1877.) J. Kooy. 


Oplossing. 


Analyse. Zij A ABC de ge- 
vraagde A, AH de gegeven hoogte- 
lijn, AF de gegeven bissectrix en 
AD de gegeven mediaan. Con- 
strueert men den omgeschreven 
cirkel M, die het verlengde van 
AF in E snijdt, dan liggen de 
punten M,‚ D en E in de rechte 
lijn, die BC rechthoekig midden- 
door deelt. Immers, uit de ge- 
lijkheid der // BAF en CAF 
volgt: bg BE — bg CE en daar D het midden van BC is, zal 
men hebben: ED | BC, zoodat het middelpunt M in het ver- 
lengde van ED ligt. Maar M ligt ook op de lijn PM, die 
AE in P rechthoekig halveert. — Dit onderzoek brengt ons 
tot onderstaande 

Constructie. Trek AH —= de gegeven hoogtelijn | op een 
willekeurige lijn BC; beschrijf met de gegeven bissectrix en 
de gegeven zwaartelijn uit A cirkels, die BC resp. in F en 
en D snijden en neem de punten F en D aan denzelfden kant 
van H. Trek vervolgens DE } BC en verleng AF, tot zij 
DE in E snijdt. Richt men nu in het midden P van AE een 
loodlijn PM op, die het verlengde van ED in M ontmoet, 
dan is M het middelpunt en ME de straal van den omge- 
schreven cirkel. Nadat men dezen cirkel heeft geeonstrueerd, 
vindt men de hoekpunten B en C, door de rechte DF naar 
weerszijden te verlengen. 

Discussie. Trekt men uit een der hoekpunten van een wille- 
keurigen A de drie genoemde lijnen , dan heeft men òf 
m)b)hòf m=b=h. De constructie is alzoo onmogelijk, 
zoodra op de eene of andere wijze niet aan een dezer voor- 
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waarden wordt voldaan. Ze wordt onbepaald, als gegeven 
ME 0 J. Koor; W.C.R.; R. v. W. Pz. 


Aanteekening. Uit de gegevens h, m en b vindt men voor 
den straal van den omgeschreven cirkel 
b? m2 — h? 
ide an NV brem: 
(Zie: De Vriend I, bl. 89 no. 24) 


1388. Door een punt binnen een A, met een inhoud I, heeft 
men lijnen getrokken // aan de zijden van den A, 
hierdoor ontstaan binnen den A 3 AA (metdat punt 
tot gemeenschappelijk hoekpunt). Stelt men de inhou- 
den dezer AA geliĳk aan I,, I, en I,, dan is 
Wal et ve Tate rd Io )2 st bewijs. 

(Krevine, Mtk. Vrgst. 357.) 
Oplossing. 

Zij P een punt in een A ABC, DPK//CB, EPG //AB, 
HPF//AC, D en E punten in AC en F een punt in AB, 
APR APH == Ien A ABO 5 
dan is A DPEx APFG» APHKm A ABC, dus 

eb AD 
basli Ot AB: 
alie HAD: dus 
On nete BG HK? 
valer Waabale BLiiPGe: HE 

1, Hr 1,11): PE+-PGHHK) =1v I, : PE =rv I: AB 

vijlt) =L 


1389. Als men uit de voetpunten der hoogtelijnen vaneen A 
loodlijnen op de zijden neerlaat, liggen de 6 voetpunten 
dezer laatste loodlijnen op een cirkelomtrek. Bewijs. 

Oplossing. 
Gegeven: A ABC, waarin de hoogtelijnen AD, BE en CF, 
uit wier voetpunten getrokken zijn DG | AB; DH | AC; 

EK | AB; EI LBC; FL | BC en FM 1 AC, 


Te bewijzen: De punten L,I,H,M, K en G liggen op 
een cirkelomtrek. | 
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Bewijs. Het gestelde is bewezen, als we aangetoond heb- 
ben, dat een cirkel, die door drie opeenvolgende van de ge- 
noemde punten gaat, ook door een vierde punt gaat. 

Vooreerst valt gemakkelijk te betoogen, dat b.v. KM // BO is. 
Immers, om vierhoek BCEF kan een cirkel beschreven wor- 
den, waaruit volgt: / AEF —=/ B. Maar omdat vierhoek 
EFKM dezelfde eigenschap bezit, is ook / AEF —=/ AKM, 
zoodat we hebben: / AKM =/ B, dus KM//BC. Door een 
soortgelijke redeneering blijkt: GL//AC en HI//AB. Verder 
is ook AGDH een koordenvierhoek, derhalve is / ADG = 
ZAHG. Doch / ADG + / DAG =/ AKM +4 / DAG —= 90°, 
Uit een en ander volgt: / ADG =/ AKM =/ AHG. 

Uit de laatste vergelijking valt af te leiden, dat om vier- 
hoek GHMK een cirkel kan beschreven worden. Op geheel 
analoge manier bewijst men, dat een cirkel, die door M‚ K 
en G beschreven wordt, niet alleen door H, maar ook door 
de punten L en I gaat. Hiermee is het gestelde bowezen, 
omdat door drie punten maar één cirkel kan worden getrokken. 

Opmerking. Voor een stomphoekigen driehoek gaat boven- 
staand bewijs bijna woordelijk door. Bij een rechth. A ont- 
staan slechts 3 punten, waarvan er een met het voetpunt der 
hoogtelijn op de hypotenusa samenvalt. Door die 3 punten 
kan een cirkel worden beschreven, zoodat de eigenschap door- 
gaat voor elken willekeurigen driehoek. F.K.; R. v. W. Pz. 


Tweede oplossing. 


In A ABC zijn AD 1 BC, BE LAC, CF 1 AB, Ea en 
Fo LBC, De en Fd_L AC, Ee en Df_l AB getrokken. Zij 
H het hoogtepunt. 

Wij zullen eerst aantoonen, dat door 4 der voetpunten, 
bijv. a, b, c en d, een cirkel kan. 

ACcDm A Cal, dus CE: CD = Ca: Cc. 

Maar Ea//AD, dus CE:Cd=CH: CF =CD:C5. 
of CE:CD = Cd: Cb, 
dus Ca: Cc=Cd: Cb, of Ca Xx O5 = Ce X Cd. 

Door de punten a, b, c en d kan dus een cirkel. 

Nu nemen wij aan, dat de cirkel, door a, 5, c en d ge- 
bracht, niet door e en f gaat, maar door twee andere punten 
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in AB, bijv. g en h. Deze punten g en h liggen dan respec- 
tievelijk ter weerszijden van e en f, omdat AgxAh == AdxAc 
== Âe X Af moet zijn. 
Stel ge=r, fhF=Y. 

Ad. Ac== Ae. Af == Ag. Ah; Bh. Ba == Bf. Be —= Bh. Bg 
of Ae. Af = (Ae—z) (Af+-4) Bf. Be = (Bf—y) (Betz) 
Ae. Af = Ae, Af —Af.ad- Ae.y — ay; 

Bf .Be= Bf .Be + Bf. — Be. y — zy 
of Ae.y —Afr —ay =Bf.r—Be.yg —ay =0, 

(Ae + Be)y =(Af + Bf) ez, 


AB.y=AB.r 
dus y= 
dus Ae.r — Afm —a? =0 of 2 =0 Zg. 
Dus de cirkel gaat dan tevens door e en f. _ P. BAKKER, 


Derde oplossing. 


In A ABC zijn AD. BC, BEL AC, CF 1 AB, DG en 
EK | AB, DH en FML AC, El en FL 1 BO. 

Zij O het hoogtepunt, dan zijn de vierhoeken AGDH en 
AFOE. homothetisch en is A het homothetisch middelpunt 
(gelijkvormigheidspunt), dus is GH // FE en KM antiparallel 
met FE, dus is KM antiparallel met GH. De punten G, K, 
M, H liggen dus op een cirkel. Eveneensliggen K‚, M, L, G 
op een cirkel. Hiermee is de stelling bewezen. 

Aanteekening. Deze cirkel draagt den naam van cirkel 
van Tayror en wordt aangeduid door de letter T. 

De cirkels van TavLor der AA BOC, COA en AOB 
worden respectievelijk aangeduid door T,, T,, T. 


1390. Als in een A het aantal graden der // eene reken= 
kundige reeks vormen, ligt het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel evenver van het middelpunt van 
den omgeschreven cirkel als van het hoogtepunt van 
den A. Bewijs. 

Oplossing. 
In A ABC zijn O en I respectievelijk de middelpunten der 
om- en ingeschreven cirkels en H het hoogtepunt. Het aantal 
graden der 3 hoeken vormen eene rekenkundige recks, zoodat 
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de middelste hoek het derde deel is der som der 3 hoeken , 
d.i. 60°. Zij / A = 60°. Trek de stralen OA en OB en 
trek OD j BC, dus is in den rechthoekigen A BOD ook 
ZO == 60° als zijnde —= / BAC, bijgevolg is OA = OB = 
20D, of, omdat 20D = AH, is OA = AH. 

Bovendien is de bissectrix Al van den / BAC ook de bis- 
sectrix van den / OAH; zij OE | AB, dan is / OAE = 
90° —L C=Z HAC, zoodat Z OAI=/Z HAI en A OAI 
Z A HAI, dewijl zij 2 zijden met den ingesloten hoek gelijk 
hebben , Geh is IO = IH. 


1391, Men vraagt het oppervlak van een A 
a. in functie zijner hoogtelijnen 
bis 5 „ _ medianen 


Oo, 5 zijden en bissectrices uit te drukken. 
Oplossing. 
a. Zij het oppervlak van een A = 0; h,=pP; hj = yy 
en h == f, dan heeft men: 
20 20 20 
=,= en C=— 
p q f 
A et 
dus szOX f(t 
Gideon 
Ln oel 
s—a=0x(- ie) 
177 p 
LINE. 
sb=0xlote ee) 
le Lel 
sex (ite) 
verm. 


en) 
Oan 


0: TÒ 
Vriend Eten 


sl —A/Letorten) (ogter=tf wg +qr—pr) (orkanen) 
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0 prgana 
ok tent Sh Kl ed 
Vv (pgtpr+gr) patpr—ar) (pqtgr—pr) (pr+gr—pg) 
v. D. War & VerBorau; R. v. W. Pz. 
(Zie ook: „De Vriend” II, bl. 33.) 
Oplossing. 
b. Stellen we de medianen : m, =l; my, =m en m,=n, 
dan is volgens een bekende stelling : 


pgb jeje 


4 
1 1 
nett Di 
m 5e + 5e b 
1 1 
Tee es 


Beschouwt men in deze drie vergelijkingen a,b en c als 
onbekenden , zoo komt er na oplossing : 


a? —5 (— 2 J- 2m? + 27°) 
bî =5 (212 — m2 J- 27°) 


Cc. = 5 (212 J- 2m? — 12), 
Nu is het oppervlak van een driehoek == 


zV |2 (a?b? + ac? ie bc?) Ee (af je b* J- |. 
Substitueert men hierin de gevonden waarden van a?, b? 
en c?, dan zal men na eenige herleiding krijgen: 


1 32 
oz VIG em + l2n? + m2) + mi + nt)| 


—iV [2 gem? 4 ant Hmm?) — (UH mt nf. 
v. D. War & VerBoren; R. v W. Pz. 
(Zie ook: „De Vriend” V, bl. 12.) 
Anders. 
b. Stelling. Als men met de medianen van een drie- 
hoek een nieuwen A construeert, dan is het oppervlak daar- 


van = EX het oppervlak van den oorspronkelijken driehoek. 
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Bewijs. In A ABC zijn de medianen AD, BE en CF ge- 
trokken en verder DG // BE, die het verlengde van FE in 
G snijdt. Verbinden we nu A met G, dan valt gemakkelijk 
te bewijzen, dat DG == BE en AG == CF is, zoodat A ADG 
gevormd wordt door de medianen van A ABO. Immers uit 
de gegevens volgt: FE // en = BD = EG; AE = CE en 
FEC = / AEG, zoodat de AA CEF en AEG congruent 
zijn. Dus is AG == CF enz. 

Beschouwt men nu b.v. A BDE, dan blijkt terstond, dat 
hiervan basis en hoogte half zoo groot zijn, als die van A ABC. 
Hetzelfde geldt van de AA CEF en AED. We hebben dus: 


A DEG = A BDE =; A ABC 


A AED = i A ABC 

A AEG = ; A ABO 
opt. 

NAD 7 A ABC. 


Zij nu AB=!; BE=DG Sm en CF = AG = n, dan is 
A ADG =| A ABO = 


zV |2 (U2m? ln? J mn?) — (U H mid ni) | 
dus oppervl. A ABC == 


zV | 2 (lm? ln? H m2n?) — (14 + mint) 
v. D. War & VerBorer; R. v. W. Pz, 
Oplossing. 
c. Als in A ABC de bissectrices AD, BE en CF getrok- 
ken zijn, dan heeft men 
BD: OD SSABSAO rs: 5 A54 ot 
AD? =AB.AC—BD.CD . . . . (2) 
é We BD+CD _ ac 
Uit (1) volgt : BD =z AB A AB + AC _— bt 
BD + CD ab 
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Zij AD == r en brengt men de gevonden waarden in (2) 
over, zoo komt er: 


a? be be B _ 4 bes (s—a) 


©: = be — 

















Gero ETT NEER 
dus © = eon (e Ee). Hieruit vindt men 
bte 
(sa) = Sn , Stel BE =y en CF == z, waardoor men 
langs denzelfden weg berekent : 
_j— (GH) 4 — (ad-b)z 
ne DR or 2vabs 
_ be)e, (ao)y, (adD)2 
me trac aaps vi 
_ (atb) (ao) BF) ye 
ie 8 abces 
of Oe (2s—a) (2s—b) (2s—c) id 
8 abces 


v. D. War & VerBoran; R. v. W. Pz, 
(Zie ook: „De Vriend” VI, bl. 141 euz.) 


1392. Theorema van Vivranr. De som der loodlijnen, uit een 
punt binnen een reg. veelhoek op de zijden neerge- 
laten, is gelijk aan n-maal zijn apothema. 

(KrarPErR, 521 ; BALtzeR — v. BREEN, 589.) 
Oplossing. 

Noemen we de zijde van een’ reg. n-hoek a, en verbinden 
we een punt P binnen den veelhoek met elk der hoekpunten, 
dan ontstaan er n AA , die ieder eene basis —= a hebben , 
en wier hoogten gelijk zijn aan de loodlijnen, uit P op de 
zijden van den veelhoek neergelaten. De gezamenlijke opper- 


vlakte dier AA is dus Ze xX de som dier loodlijnen, en daar 
die gezamenlijke oppervlakte gelijk is aan de oppervlakte van 


den veelhoek, en deze gelijk is aan za Xx apothema , is 


1 
Sa Xx de som der loodlijnen == z na X apothema. 


Dus is de som dier loodlijnen gelijk aan » Xx apothema. 
W.C, R. 


208 


1393. Bewijs, dat alle cirkels, die twee buiten elkaar lig- 
gende cirkels rechthoekig snijden, de lijn der middel- 
punten dier twee cirkels tot gemeenschappelijke snijlijn 
hebben. (Ex K.I. '95.) J. Kooy. 


Oplossing. 


Zij O een cirkel, die de buiten elkaar gelegen cirkels M 
en N resp, in de punten A en B, en C en D rechth. snijdt. 
Trekken we uit M en O naar de snijpunten A en B en even- 
zoo uit N en O naar C en D rechte lijnen, dan is 

L MAO == / MBO =/ NCO == NDO == 90°. 

Dus OM? = MA? + OA? 


en ON? Z= ND? + OD? 
OM? — ON? = MA? — ND? 
Trekken we voorts door O een lijn OP _| MN, dan is 
OM? — ON? = MP? — NP? =: MA? — ND?, 

zoodat OP de meetk. plaats is van de middelp. der cirkels, 
die de cirkels M en N rechthoekig snijden. Tevens blijkt, 
dat P ligt tusschen de cirkels M en N. Immers, lag P op 
of binnen een dier twee omtrekken, dan zou niet meer vol- 
daan worden aan MP? — NP? = MA? — ND*, wijl MP + NP 
> MA + ND is. Derhalve heeft ook de rechte OP geen enkel 
punt met die beide cirkels gemeen, en is alzoo een deellijn van 
/_ AOD. Nu is / AMO het complement van / MOA en / PMO 
van Z MOA / AOP. Hiernit volgt: Z AMO >) Z PMO, 
zoodat de lijn MN binnen A AMO valt, en aangezien MA 
een raaklijn van cirkel O is, zoo zal MN daarvan een snijlijn 
zijn. — Dit geldt van elken cirkel, die M en N rechthoekig 
snijdt. 

Cirkel O snijdt de lijn der middelpunten in S en T, terwijl 
PS Bl: 

Nemen we nu op de lijn OP een willekeurig punt Q en be- 
schrijven we daaruit een cirkel, die Men N rechthoekig snijdt, 
dan hebben we te bewijzen, dat die kromme door de punten 
S en T gaat. Laat R een der snijpunten met cirkel M zijn, 
dan is QR een raaklijn aan laatstgenoemden cirkel en tevens 
de straal van cirkel Q. Door aan te toonen, dat QR = QS 


wf TPN et per 
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is, zal het gevraagde bewijs geleverd zijn. De figuur brengt 
ons gemakkelijk tot het volgende: 
MP? —MA? —= MP?—_MS.MT 
QR? —= QM?—MA? EN 
= = MP? —(MP—SP)(MP—-SP) 
== QP2JMP?—MA? (1) = MP?—(MP?-—SP?) =SP? (2) 
Uit (1) en (2) volgt: QR? = QP? + SP? —= QS2, 
Derhalve is ook QR =QS, ged. 
R. v. W. Pz. 


Tweede oplossing. 


Twee cirkels M en M,‚ snijden elkaar rechthoekig, wanneer 
de raaklijnen, in hun snijpunt S, aan beide cirkels getrok- 
ken , rechthoekig op elkaar staan. Hieruit volgt, dat de raak- 
lijn aan den eenen cirkel gaat door ’t middelpunt van den 
anderen Dus is de raaklijn, in S, aan cirkel M,‚ getrokken 
(deze raaklijn gemeten van M tot S,) gelijk aan den straal 
van cirkel M. Snijdt cirkel M een tweeden cirkel M‚ ook 
rechthoekig (in S,), dan is de raaklijn MS, ook gelijk aan 
den straal van cirkel M. M is alzoo een punt der meetk. 
plaats, uit welke men gelijke raaklijnen aan de cirkels M,‚ en 
M, kan trekken. Gemakkelijk blijkt nu : 

Dat de meetk. plaats van de middelpunten der cirkels, die 
twee gegeven cirkels M‚ en M, rechthoekig snijden, de macht- 
lijn van die beide cirkels is. 

Men kan die machtlijn eenvoudig eonstrueeren, door de 
uitwendige raaklijnen aan de beide cirkels te halveeren en 
door die deelpunten een rechte te trekken. 

Zij nu M een willekeurig punt der meetk. plaats en be- 
schrijven wij uit dit punt met een straal gelijk aan de raaklijn, 
uit M aan M,‚ (of M,) getrokken, een cirkel, dan zal deze 
M, en M, in S, en S, rechthoekig snijden. Nu moet wor- 
den aangetoond, dat de lijn der middelpunten M‚M, een 
sniĳlijn is van cirkel M. In de onderstelling, dat dit het 
geval is, liggen M, en M, buiten cirkel M‚ is dus ook 
MM, ) MS, of MM, ) MS,, wat waar blijkt te zijn, daar 
MS, (MS) rechthoekszijde is van een rechthoekigen A , van 
welke MM, (MM,) de hypotenusa is. Eindelijk is het nog 

De Vriend der Wiskunde. XIL, 14 
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noodig, maar tevens voldoende te bewijzen, dat cirkel M de 
lijn M‚M, snijdt. Dit zal plaats hebben , wanneer de lood- 
lijn, uit M op M‚M, neergelaten (welke loodlijn samenvalt 
met de machtlijn : immers de machtlijn en de lijn der middel- 
punten snijden elkaar rechthoekig) , kleiner is dan de straal 
van cirkel M. Zij het voetpunt der bedoelde loodlijn V, dan 
zijn MS,M‚, en MVM, twee rechthoekige AA, die de hypo- 
tenusa gemeen hebben, terwijl M‚S, < M‚V (want de macht- 
lijn valt buiten de cirkels), waaruit volgt: MS, > MV of de 
straal van cirkel M is grooter dan de loodlijn MV. 

Hiermede is nu de waarheid van bovenstaande stelling buiten 
twijfel gesteld voor cirkel M,‚ maar ook in ’t algemeen, dewijl 
M een willekeurig punt was van de meetkundige plaats der 
middelpunten van de cirkels, die de cirkels M,‚ en M, recht- 
hoekig snijden. J. Kooy. 


1394. Als een vierkant zoo in een rechth. A is beschreven , 
dat beide den rechten / gemeen hebben, is de recht- 
hoek uit de stukken der hypotenusa gelijk aan de som 
der rechthoeken uit de stukken der rechthoekszijden. 
(Marrus , Math. Aufg. 6.) J. vijD.S: 


Oplossing. 


Zij BEDF het bedoelde vierkant, dan moet bewezen worden : 
AD x DO — AE X BE + BF x FC. 
Omdat BD den / ABC middendoor deelt, is 
BD? — AB X BO — AD x DC. 
Ook is BD? —= BE? + BF?, 
dus AD x DC == AB x BC — BE? — BF*. 
Nu is AB xBC —= (AE + BE) (BF + FC) = 
=AEXBF JAExXFC—HBE? +BFXFC. . (1) 
Uit A AED A DFC volgt 
AE:ED = DF: FC, 
dus AE XxX FC == ED x DF = DF? = BF?, 
zoodat we voor (1) kunnen schrijven : 
AB X BC = AE X BF + BF? + BE? + BF Xx FC. 
Dit gesubstitueerd in AD x DC = AB Xx BC — BE? — BF? 
geeft ADXDC=AEXBEH-BF XEC. J.v.p.5. 
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Tweede oplossing. 


Gegeven: A ABC is rechth. in B, waarin een vierkant 
BDEF is beschreven. 

Te bewijzen: AE.CE=AF.BF + BD.CD. 

Bewijs. AC? ha A je BC? 


(AE 4 CE)? = (AF + BF)? + (BD + CD)? 
of AE?+CH?+2AE. CE — (AF*#BF? +2AF . BE) + 
(BD*+CD*+2BD . CD) 





Maar AE?-+CE? —= (AF2+EF?) + (DE*+-CD?) 
aftr. 
2AE.CE—=2AF.BE + 2BD.CD 
Dus AE.CE= AF.BF + BD.CD. 


P. BAKKER; R. v. W. Pz. 
Derde oplossing. 


Gegeven: Z ABC == 90° en FBED is een vierkant, welks 
hoekpunten op den omtrek liggen. 
Te bewijzen: AD XDC == AF Xx FB + BE x CE. 
Bewijs. Daar BD den hoek B halveert, hebben we: 
BD? = AB x BC — AD Xx DO, 
dus AD Xx DC == ABXBC—BD? == 2 A ABC — 2 vierk. FBED 
= 2(AABC — FBED) = 2(A AFD + A DEC) 


Eid (GAF XFD +3 DE X EC) 


== AF x FD + DE Xx EC = AF x FB + EC x BE. 
J. L. BeERrTON. 


1395. Vermindert men een getal met 16 dan is het deelbaar 
door 39; vermindert men hetzelfde getal met 27 dan 
is het deelbaar door 56. Welk getal is dat? Zijn er 
meer zulke getallen ? 


Oplossing. 


Vermindert men het getal met 16, dan is het deelbaar door 
door 39; vermindert men het met 27, dan kan het door 56 
gedeeld worden. Het is dus een 39-voud + 16 en een 56- 
voud —+ 27, 
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Men heeft nu: 
56 —= 56-voud == 89-voud H- 17 
2 X 56 = 56-voud = 39-voud + 34 
14 x 56 = 56-voud == 39-voud + 4 
17 X 56 = b6-voud —= 39-voud + 55 — 39-voud + 16. 
952 == 56-voud == 39-voud + 16. 
Verder heeft men : 
39 == 56-voud + 39 = 39-voud 
4 x 39 == 56-voud J- 44 = 39-voud 
5 X39 = 56-voud +- 83 — 39-voud 
195 —= 56-voud J- 27 —= 39-voud 


en 952 — 56-voud — 39-voud + 16 
dus: 1147 —= 56-voud J- 27 = 39-voud + 16. 


Het getal is dus: 1147. 
Andere getallen, die voldoen, zijn begrepen in den vorm: 
nX39 X 56 J- 1147, 
waarin „== 1, 2, 3,... kan zijn. 
Men vindt dus successievelijk 3331, 5515,.... 
W.C. R.; F. K.; J. B. BAKKER. 


Tweede oplossing. 


Zij G het getal, dan is G—=39xJ- 16 =56y +27, Om 
G te vinden moet dus de onbepaalde vergelijking 
39r 16 — 56y + 27 
opgelost worden. Men heeft dus achtereenvolgens 














39x J 16 =56y + 27 | S jl 
© =jt SE dan is er 
Ster EWM q=ne 
tel EE ER, 
dan is 17, —=39p — 11 Stel Die 
y=?2p Ge il dan is r=2sJ- 1 
5 i | q=ösJ2 
Stel p=1is 9 
: kl y= 39s + 20 
ee ba Ea en x= 56s + 29 


1 
—3q Jäj Ee : zoodat 
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voor ge 0 1 2 | 3 |enz. 
wordt n—b6sJ-29| 29 | 85 | 141 197 
en y=39s20| 20 | 59 \ WB | 137 


dus G-= 39 J 16 = 56y + 27| 1147 | 3331 | 5515 | 7699 |enz. 


De getallen G vormen eene rekenkundige reeks, waarvan 
de le term a— 1147, het verschil v — 2184 en » onbepaald is. 
v.D. War & VerBorer; P. Bakker; R. v. Ws; 
W.H. DEELMAN; J. GRAVER. 


Derde oplossing. 


Zij het getal — g, dan is g — 16 een 39-voud en g — 27 
een 56 voud. 

Zij 9—27 =G, dan is g —16=G + 11. 

Stellen we G == 56», waarin » een geheel getal is, dan is 
56n 4-11 deelbaar door 39. 

Maar dan is ook 56n J-11 —39n of 17n + 11 deelbaar 
door 39. 

39 —3 X 13 en dus moet 17 +11 deelbaar zijn door 3 en 
door 13. 

17nJ-11 is door 3 deelbaar als n een der termen van de 
reeks 2, 5,8, 11, enz. is. 

Om te vinden wanneer 177 J- 11 een 39-voud is, hebben 
we dus maar te onderzoeken, welke van de waarden 2,5, 
8, 11, enz. we voor „ moeten nemen, opdat 1%n 11 door 
13 deelbaar is. 

Nu zijn de resten, die men bekomt, als men 13 achter- 
eenvolgens op de termen der reeks 17 Xx 2 +11, 17 X 5 +11, 
17 XxX8 +11, enz. deelt, respectievelijk 6, 5, 4,3, 2, 1,0, 
12, 11 ‚enz. 

De 7e term dezer reeks is dus een 13-voud, zoo ook de 
20e, 33e, 46e enz. term. 

De 7e term dezer reeks is 17 X 20 + 11, zoodat de kleinste 
waarde voor n == 20 is. 

Dus is G=56n=56 X20—=1120 en daar G =g — 27, 
is g of het gevraagde getal — 112027 — 1147. Dit is 
het kleinste getal, dat aan de gegeven voorwaarden voldoet. 

De 20e, 33e, 46e enz. termen van bovenbedoelde reeks zijn 
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17Xx59 +11, 17Xx98HI1, 17 X137 4-11, enz. Voor 
n = 59, 98, 137, enz. vindt men de getallen: 3331, 5515, 
1699 ,.…. v. D. War & VerBoraH. 


1396. Van 3 getallen, die eene harmonische evenredigheid 
vormen, is de som 37. Wordt het kleinste getal met 


2 . …. . 
5 verminderd , dan vormen zij eene meetkundige reeks. 


Welke zijn die getallen ? 


(Esrr, N. Verzam. II, bl. 42, No. 79.) EceR. 
Oplossing. 
Stel de eerste twee getallen — a en 5, dan is het derde 





b 
harm. evenr. getal = zen en hierdoor ontstaan de beïde 


b 
vergelijkingen : 


ab ab 2 
== ' Aln Pnt smste 
atb balg) 
of 2a?H2ab—b? —= 74a—31b of als men (1) hierin overbrengt 


tmgamernded Hemelse) 














se 4 Dies 365 a — a? — ab 
36? = 376 — 5e 3 
185b — 155? arab b?=36ra... (2) 

of B zr ‚…‚(9) 

Deze waarde van a overgebracht in (2) geeft 

he LB Aid 

4 4 4 
342252 —555053 422554474002 —6053 41662  183(37b—3b2) 
16 Ten 4 


— 16 


225b4 — 561063 J- 349816? —= 270845 — 21965? 
of na deeling door 5: 
22553 — 561052 + 37177b — 27084 = 0. 
Deze vergel. is deelb. door b— 12; hierdoor deelende ver- 
krijgt men: 225b2 — 2915 + 2257 =0 
eene vierkantsvergelijking, die op de gewone wijze wordt op- 
gelost: 
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194 2257 
2 Ee tn 
srate dare 


9409 — 22 + 
rrd Died 67) __97 44447 
15 225 Mee 





De 15 
De eenige meetbare wortel der vierdegraads vergelijking is 
— 12 en deze waarde in (3) overbrengende , vindt men : 

ee 12 Oe 180) _ 15 


0 ab __ 12Xx15 
en hieruit 1s ME 10, 


zoodat de gevraagde getallen zijn Erna b0, EGrR. 


Tweede oplossing. 


Daar de harmonische reeks als het omgekeerde van eene 
rekenk. kan beschouwd worden, kunnen wij de gevraagde ge- 











1 1 
tallen ook voorstellen door EU =, en dan zijn de 
ay er edy 
vergelijkingen : 

1 1 1 6 AL 1 2 
aes 5) Dy (Gs) 
of 3e? — y= 3 (22 —y*) han verk 2 

ô o? (37a—3) vr gy? 5le—y) 
2 EE  . 
waaruit y? = ati EE) er (e2—9*) 


gy == : 2? (edy) 


of door (1) hierin over te brengen en te vereenvoudigen : 


31x — 3 2 2 
iet ng 
5 (372 — 3) 


Nu hebben wij twee verschillende vormen voor y, waaruit : 
m? (37 — 3) __ 25 (372 — 3)* 5x (81x — 3) À 
Ae Ata iel ziee 
Na verdrijving van alle noemers en vereenvoudiging komt 
27084w3 — 371771? J 5610r — 225 = 0. 
Stellen wij hierin 12 —e, dan verkrijgen wij 
225123 — 311172? 4 673202 — 32400 = 0. 
Deze vergel. is deelbaar door z — 1; hierdoor komt 
22572? — 349202 J- 32400 = 0. 
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Stel nu z— 180v, dan wordt de vergel. : 
| 1 
22570? — 194v J- 1 —=0 of vn 
w* — 194w 42257 =0 
waaruit w — 97 + (9409 — 2257) — 97 + 4447. 
Daar deze vergel. geen rationeele wortels bevat ‚ vinden wij 
als eenige rationeele wortels : 


1 
12r=e en z2=1, waardoor ti 


Door substitutie in (2) wordt y = en en hierdoor worden de 
onbekenden 15, 12 en 10 als boven. Eecrr. 


Derde oplossing. 


Door het kleinste getal E kleiner te nemen, zullen de ge- 


tallen een afdalende meetk. reeks vormen, waarvan de som 
in 365 bedraagt. We stellen ze daarom voor door 
ar*, ar en a. 


Volgens de gegevens heeft men nu: 


art jar Ja=36, of a(r? derd 1) 36 ENT AE (1) 
en art ar): (ara) =art: (at2) 2) 
of AN rd (era) r:(a+z) 

(r— 1): (Bar — 5a — 2) — r:(5a + 2) 
dus (r — 1) (Ba HJ 2) —= (bar —5a — 2) r 
waaruit dar? —(10a + 4)rt5ad2=0...... (3) 
183 


Uit (1) volgt: 5a —= ri Deze waarde in (3) ge- 


substitueerd geeft : 
4r3 — 18172 J 368r — 185 — 0 : 
of (4rr — 5) (r2 —4Ar 37) = 0, 
waaraan voldaan wordt door 47 — 5 == 0 of #2 — 44p +37 =0 


te nemen. In het eerste geval is 4r=—=5 en r—= 5. 
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In het tweede geval krijgt msn : 

r=22tEr(222—37), dusr = 22 447 of = 22 — 447. 
In verband met (1) vindt men dan voor a de waarden: 

3 106—51v447 5 106 J- 5447 


55 15 4 15 
Voor de drie gevraagde getallen bekomt men de volgende 
stellen : 15, 12 en 10. 
346 J-Iy 447 97 — 4447 112 — 51447 
15 TL 15 TJ” 
346 — 9447 ITL 4y 447 112 J 5447 
rei) Te tan 


Het laatste stel voldoet alleen, als men in de opgave voor 
„het kleinste getal’ leest: „de derde harmonische evenredige”, 
Bava Wi Bz 


1397. Los # en y op uit de vergelijkingen 
m 


arty 


dj ze m—l 
y—=aen y? +-rvay ark Ue 
H. VeERrKAART. 


Oplossing. 


oe mel Pml 
dye ed ye Havay De 
Voor de vergelijkingen kan men schrijven : 


rn ( m Di) mil m ok) 
Vo Vet yvy) za vy yvy va) == b. 
htt 
Hieruit volgt: B == zn dus 
Mi b 
vy 
m m m m 
Vy Tle, va Len Bart ik pr t, 
m1 
ml 
De leden van beide verg. verheffen tot de macht 1” dus 


Ae m1 d k m+-1 s 
pijl (2 Mart ront (5 Jonk 


Zoodat men nu voor bovenstaande vergelijkingen kan schrijven: 
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k, IN ADN 
Ere + (! prent} NE: 


m m nn 
vt! eem (7 enk vt! Elp 


of: 
m1 m1 
et (2) ln za; grz aL zh 

m1 

ml 
EN dee INEEN dd ’ 
mil El m1 ’ 

ml A ml 
Gi) En 5 
m1 
ml 
EN „ip WEIDEN A56 b.b 
hl ml ml ml 
4 \ ml m—l ml 
IE 5 ) b Ja 
ml ml 
x= BN y? _— nn 
ml, 
ra 
IA Dn 1 gnl 
mi, 
vb 


ORK ml d 
TENS LED get) 
m0 venen R. v. W.; P. BAKKER. 


Bijzondere gevallen: m==2; m8. 
aedyvay zoas ye deva =D 
ardyBeyzas yr dea =b 
Onder dezen laatsten vorm komen bovenstaande vergel, in 
de meeste verzamelingen voor. H, VERKAART. 
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1398. Herleid B (523013) tot den vorm (a + bv’) gd. 
(VersLuys, Alg. Vrgst. Gev. II, bl. 42, No. 43.) 


Oplossing. 
B(52 + 30v3) —=(a Hb ve) Bd 


EE re edt 
52 3073 = (a? J 3a?b ve J 3abte J- b3e v/e) d. 
De gemeenschappelijke factor, die beide leden hebben, ne- 
mende, vindt men d=—=?2, 
dus 264-153 —a? + Zathe J 3abte Jbtere 
dus a3J-3ab?e=26 en 153 —=(3a*b J- b3e) 1e. 
Hieruit volgt c = 3 


B 





dus a? J- Jab? = 26. 15 = 342b J- 35° 
be atb be 

dus a?b=5—b?, 

ar {5 


dust a Of 
a3 J- Jab? —= 26 

dus 26 — a? = 9-voud 
26 = 9-voud JB, dus 4? — I-voud H- 8. 

Uit de beide laatste vergelijkingen volgt: a =2, 

a3 J- Jab? = 26, 
8 J- 1852 =26, dus 5 —=l. 
De vorm is dus: 
(at+bveopd=(l21v3) PL. P. BAKKER. 


Opmerking. ‘We vonden bijgevolg: a=2, be 
en d=?2. Toch zijn deze waarden niet de eenige, want neemt 
men drie dezer getallen willekeurig, dan zal het vierde daar- 
van afhankelijk zijn. 

Voorbeeld. a=4, b=2enc=8, 
waardoor B(52 JH 3013) — (4 H 23) Bd 

52 30r3 — (4 +23) d 
52303 1 
ie VS aan 
zoodat _B(52 3013) —= (4 + 21-73) B a 


Wordt de laatste waarde tot haar eenvoudigste gedaante 
herleid, dan bekomt men weer (2 + 1/3) 2. Het blijkt dus, 
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dat men voorloopig drie der gevraagde waarden willekeurig 
kan nemen. Na herleiding bekomt men dan steeds a —= 2, enz. 
R. v. W. Pz. 


1399. Bachus vond Silenus slapende naast een vol wijnvat ; 
hij maakte van de gelegenheid gebruik en dronk ge- 


durende à van den tijd, dien S, zou gebruikt hebben, 


om het vat te ledigen. Toen S. ontwaakte dronk hij, 
wat B. overliet. Hadden ze samen gedronken, dan zou 
het vat 2 uur eerder leeg geweest zijn , terwijl B. dan 
half zooveel dronk, als hij in het eerste geval aan S. 
overliet. In hoeveel tijd kan ieder alleen het vat ledigen ? 
(N.L. W. A. Gravrraar, Pract. Th. Lrb. d. Alg. III, bl, 
46, No. 115.) (Hers, Sammlung $ 75, No. 31.) W. Meier. 


Oplossing. 
Stel, dat Bachus het 8 kan ledigen in #, KE in y 
uur. B. drinkt gedurende zy uur en ledigt dus hot 27 2 deel 


van het vat, zoodat hij aan S. het el deel overlaat. 
DS. drinkt in 1 u. het y-de deel leeg, dus het ed deel 
SL 


Hadden ze samen gedronken, dan zouden ze in 1 uur het 
E 5 S deel van het vat hebben leeggedronken , en dus het ge 


uur, terwijl B. dan EN 





deel of het 








: Ly Ty 

heele vat in 

EA ant, 
J__ deel zou hebben gedronken. We hebben dus 

vt y 











2 Say — 2 zy 9. 1 _ 3x—2y 
It 8x Eed vak Dent =7 % DEE 40 
Say — 2 WY it (2): 
Uit (1) volgt: en —_2= B (a) en uit (2): 
Cy __ 3e — 2y 








enmet derhalve: 
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Lc lm 


3 Ar) 
bay — Wy? __ 3 — Wy 12 
Barre 6 Î 
102y — 4y? __ 32° — Zy J- 12e 
6x it 6x à 


10zy — 4y? = 32? — Zy + 12, 
32 — 122y — 4y? — 122... (3) 
Uit 2 = De leiden we verder af: 
xy 6 
302 Jay — Wy? =bey, dus 34° = Bay + 24° (4) 
Uit (3) en (4) volgt: 12ay — 4y* — lr = Bay + 24° 
Tay -— 12x = 64°, 





64° 
Ty — 12 
yi? 8,6 6 
nt REC Sn CE 


25yt —8Ty J- 360, 


waaruit: © = Deze waarde van z substit. in (a), 





15 
vinden we: it les 


AyY—3 3? 


9 13y — 12’ 


E î 87 
waaruit we vinden: y= tE =d 00 gr 


12 
Voor y= 35 wordt Ty — 12 neg. , dus zal voor deze waarde 








2 
ook 1 = Te zz 2°8- worden, zoodat alleen y= 3 voldoet, 
6 : 
n LF pre Bachus kan dus het vat in 6 uur en 
Silenus in 3 uur ledigen. W. Meijer. 


1400. Van een rechth. A is de rechth.zijde AC = 30 M., de 
schuine zijde BC—=50 M. In A bevindt zich een punt, 
dat met eene snelheid van 3 M. per seconde; in B een 
punt, dat met eene snelheid van 5 M. en in C een 
punt, dat met eene snelheid van 2,25 M. per seconde 
langs den omtrek in de richting ABC wordt voortbe- 
wogen. Deze punten beginnen hunne beweging op het- 
zelfde oogenblik. Na hoeveel tijd zullen ze tegelijk in 
A zijn? (Bos, Alg. IL, Gem. Opg. 94.) (H. B. S. 1883.) 
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Oplossing. 
In den rechthoekigen A ABC is AC =30 M., de schuine 
zijde BC == 50 M., dus de rechthoekszijde AB — 1 (50? — 30°) 


= 40 M. 
De omtrek van A ABC is 50 M. + 40 M. + 30 M, = 120 M. 
Het punt in A, dat zich met eene snelheid van 3 M. per 


A M. 
sec. voortbeweegt, is in A terug telkens na Ee X £ BOG, = 





40 x sec., waarin w alle positieve geheele waarden kan hebben. 


Het punt in B is in A na at X 1 sec. = 16 sec. 





120 M, 
en verder telkens na 5 M x y sec. + 16 sec. = 24y + 16 sec. 


(y kan alle geheele posit. waarden hebben). 


; AR M. 
Het punt in C is in A na EEn X 1 sec. = 5 sec, en verder 
27 M. 


0 40 
telkens na Le X 2 800. J- —- SLC. = 2 + 20 seconden. 
1 3 8 8 
27 M. 
Gelijktijdig zullen de 3 zich bewegende punten zich in A 
bevinden, als voldaan wordt aan de volgende voorwaarden : 


Mr= ile = Ee HE. 
Uit 40e —= 24y J-16 volgt kere 
B EM Ve ED UD 
5e = 3y J- 2 
y= —2 
2 B 
VED on RN 


Stel # —1=3p, HP is vmeer 
— 5 (3 1 
en den A er: nt 


oi, +5 


ÁQ 
de ot 
dekt 
„ae DA GSTE AVEN he 
Su—=4z +1 
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Az == 3 —-1==3(3p +1) 1 == H2 





2 
=p 
Sand, dan is p =4gqg —2 
e= 3pJ1=3(4g 2) 1125 
dus 40x = 40 (12q — 5) —= 4807 — 200. 


Gelijktijdig bevinden de zich bewegende punten zich in A 
na 480g — 200 seconden (q kan men alle geheele positieve 
waarden geven). 

Voor het eerst dus na 480 Xx 1 — 200 of 280 seconden, 
voor de tweede maal na 480 x 2 — 200 of 760 seconden , 
voor de derde maal na 480 X 3 — 200 sec. = 1240 seconden enz. 

v. D. WaL & VERBORGH. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


339. In een vlak zijn » punten gegeven. Beschrijf den klein- 
sten cirkel, die al die punten bevat. 
(Rovcrt & De ComprRoussE.) C. v. p. Boscr. 
(Zie bl. 229.) 


356. Van een boomstam, 10 M. lang, waarvan de middellijn 
aan het aardeinde 1 M. en op den top 0,8 M, is, en 
de specifieke zwaarte van het hout aan het aardeinde 
0,8 en aan den top 0,7 bedraagt, worden , te beginnen 
aan het aardeinde, aan vier zijden met een nulpunt naar 
den top vier stukken afgezaagd, zoodanig dat de stam 
op deszelfs topeinde een vierkant voortbrengt (beschreven 
in bovengezegden top van 0,8 M, middellijn). Men vraagt 
1°. naar den inhoud, 

20, _„ de zwaarte van den stam, en 
30, „ het punt van evenwicht, om te kunnen bepalen, 
alwaar de ketting moet aangelegd worden om dezen 
stam met een mallejan te kunnen vervoeren. 
(WESTKAPPEL.) 
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Oplossing. 

We onderstellen, dat na het afzagen een afgeknotte pyra- 
mide is ontstaan, wier eindvlakken vierkanten zijn met dia- 
gonalen van 10 en 8 dM. 

1°. De eindvlakken zijn resp. (102 :2) dM? =50 dM? en 
82:2—32 dM? groot. De inhoud bedraagt alzoo 


1 
5 100 (50 +150 X 32 J 32) dM = 40665 dM. 


29. Bij een boomstam neemt de dichtheid van het hout 
gewoonlijk niet zoozeer in de lengte, als wel in de dikte af. 
We nemen aan, dat dit ook hier het geval is. Was het nu 
mogelijk, den stam aan de vier opstaande zijden zoodanig in 
elkaar te persen, dat de dichtheid overal gelijk werd aan die 


van het aardeinde, dan zou het bovenvlak { XxX 32 dM? —= 28 dM? 
groot worden, wijl de oorspronkelijke dichtheid van den top 


q . . . 
E is van die aan het aardeinde. Zoodoende zou er weer een 


afgeknotte pyramide ontstaan met een inhoud van 
335 (50 +- 1750 X 28 +} 28) dM3 == 3847,219 .. dM3. 


Het soortelijk gewicht is nu overal 0,8. De zwaarte van den 
stam is alzoo 3847,219.. X 0,8 KG. == 3077,775.. KG. 

3°%. De afgekn. pyramide in 2° bedoeld moet door een vlak, 
evenwijdig aan de eindvlakken, op zulk een wijze in twee 
deelen worden verdeeld gedacht, dat hun inhouden evengroot zijn. 

t Is gemakkelijk na te gaan, dat de diagonaal van het 
bovenvlak v”56 dM. is. Zij h de hoogte der voltooide pyra- 
mide, dan kan A berekend worden uit de evenredigheid : 

(10 — 7/56): 100 = 10: h. 


1 
We vinden A == 1000 : (10—21”14) = Tl (25004500714) dM, 


Inhoud geheele pyramide == 
2500 + 500r14 _ 125000 + 25000114 
De A 33 ae 33 
Het benedendeel moet een inhoud hebben van 


3900 + 500714 
5 X 100 (50 + 1/50 x 28 + 28) = EA tn 


dM? 


dM?, 
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Door aftrekking vindt men den inhoud der afgesneden pyra- 


EE) äMs, Selen we 
de hoogte van dit lichaam — mz, dan hebben we 4 — z te 


berekenen. Vooreerst heeft men de evenredigheid: 

125000 +25000r”14 82100-19500r”14 (25004500714)? 
ee) 
33 33 13 

; (8214195714) (25004500114)? 
EN Se ee ern Nee ME 
WEARS ST Mex (1250 2501) 
_ 500000 (59319 158157 14) 

Bs tis 

Sin B 500000 (5931915815114) 

Ee 11 
(2500450017 14) — B 500000 (5931915815114) 
en h—-v=z= ET 
— 42,9. dM. 
Het punt van evenwicht ligt dus 42,9.. dM. boven het 
grondvlak. Ri va We PZ 


mide. Deze bedraagt 





357. Men geeft 2 punten A en B, en tusschen die punten 2 
evenwijdige lijnen. Tusschen deze lijnen eene lijn MN 
van gegeven richting te trekken, zoodat AM + MN + NB 
een minimum wordt. | 
(PrETERSEN , 308 ) C. K 

Oplossing. 

Analyse. Zij MN de gevraagde lijn. 

Trek BC//NM en MC//NB, dan is MNBC aen parallelo- 
gram; dus is MN J- NB = MC + CB, en 

AM J MN J- NB == AM + MC + CB. 

t Eerste lid dezer vergelijking is een minimum, wanneer 
het tweede lid dat is. 

Alle lijnen, welke in dezelfde richting tusschen twee // lijnen 
loopen, zijn gelijk; MN is dus constant, en dit is dus ook 
het geval met CB. 

De beide leden der bovenstaande vergelijking zijn dus een 
minimum , wanneer AM —+- MC dat is, en dit is ’t geval, 
wanneer AM en MC in elkaars verlengde liggen. Dit geeft 
ons de volgende 

De Vriend der Wiskunde. XU. 15 
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Constructie. Trek tusschen de // lijnen eene lijn DE in de 
gegeven richting, en uit B eene lijn BO |/ en = DE. Trek 
AC, en uit het snijpunt M de lijn MN // CB; dan is MN de 
gevraagde lijn. 

't Bewijs volgt uit het vorige. W.C. R. 


358. Een lichaam valt in een put; » seconden nadat men het 
heeft laten vallen, hoort men het beneden komen. Hoe 
diep is de put, als de voortplantingssnelheid van het 
geluid a M is? ï 
(Mrcnaöris, Bekn. Lrb. d. Werktgk. $ 8, no. 6.) 


Oplossing. 


We stellen, dat het lichaam gedurende z sec. valt. De diepte 
van den put bedraagt dan x? x49 M. Het geluid legt dien 
weg af in „— z sec. Dus is 

49e =an—ar, 


of 49 at Jar —un=0, 
+ 2 Ze 
waaruit z Ad 


Hiervan vervalt de negatieve wortel. De put is dus diep 
\25 a? J- 490 an) — Da : 
49° 





er 


ba? +49 an —av(25a? J- 490 an) 
TER) M. 
F.K.; JL. Berton; v. p. Wau & Versoren; R. v. W. Pz. 


359. Van een A zijn de tophoek, de som der opstaande zijden 
en de hoogte gegeven. Construeer dien A. C. K. 
Oplossing. 

Analyse. Zij A ABC de gevraagde A , waarvan gegeven 
is AB+ AC, / BAC en de hoogtelijn AD, 

Verlengen we AB met BG — AC en trekken we GH | AC, 
dan is gemakkelijk in te zien, dat GU gelijk is aan de som 
der hoogtelijnen BE en CF. Men trekke slechts BIL GH, 
waardoor A BGI2 A ACF, dus GI —=CF, terwijl IH == BE 
is. Construeeren we vervolgens den omgeschreven cirkel en 
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trekken we van / BAC de bissectrix AK, die den cirkel in 
L snijdt, zoo zal GL —= AL zijn. Immers BL —= CL, BG == AC 
en Z GBL =/ ACL, omdat ze beide / ABL tot supplement 
hebben. Derhalve A GBL A ACL en dus ook GL —= AL. 

Uit een en ander blijkt, dat de AA AGH en AGL met 
de gegevens te construeeren zijn. 

Stellen we nu AB —=z, AC —=gen BC =z en zij AD =h, 
AG =rz dy =a; BEHCF=GH =S en AL =c. 

We hebben dan de lenen 


BR: ig =CF:op =AD: 5 
of steld 
waaruit volgt: (BE+CF) : (AB+AC) —= 8 en 
of b:a eh: ee 
dus Dijken: 25 Pte ene ae nn e (1) 


De AA ABL en AKC zijn wo, omdat / BAL == / KAC 
en Z BLA =/ ACK is, waaruit volgt: AB: AK == AL: AC, 
dus A OAK AT Of tj == AK fm (2) 

Maar AK is de bissectrix van / BAC, zoodat men heeft : 





2 

AK? —AB.AC —BK.CK of AK? =ay — 8 

ent iste 

Uit (2) volgt: #?y? =c? XAK?, waarvoor we volgens (3) 

k hrii aryr et (ay — UE 
unnen schrijven: z°y? =c? ( zy @ nt) 
22 \ c? (a —z*) 
Ze EENES EE 
BG (1 ap) OET a (4) 


Uit (1) en (4) wordt afgeleid : 
ahe __c? (a? —z?) 
md AL 
of a hz == pn — bete? 


en na herleiding: z? + 5 —a3=0, 


a3 h la) 
ï a 
waaruit e= ger + tz V|( Ke zor) Dd d | : 
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Hiervan is alleen de positieve waarde bestaanbaar. 

Constructie. Neem op het eene been van den gegeven hoek 
A een stuk AG —= de som der opstaande zijden en trek GH 
loodrecht op het andere been. Trek AL en GL zóó, dat 
„GAL == / AGL = de halve gegeven tophoek A is. Con- 
strueert men vervolgens een lijn 


ash \2 a: h 
man 2 mk an 
BVE) tt | 25e: ’ 
waarin a—= AG, ,—=GH, c= AL en h== AD = de gegeven 
hoogtelijn op de basis is, dan heeft men de basis BCO gevon- 


den, waardoor het vraagstuk tot een eenvoudig en bekend 
werkstuk is teruggebracht. Om z te vinden, construeert men 





3 
eerst een lijn p = Ee „ Daarvoor moet men hebben: 
2be?p —=arh of Cc? :a? =ah:2bp 
CARR en 


=P 

We zoeken dus vooraf drie lijnen J, m en n zóó, dat vol- 
daan wordt aan de evenredigheden: 2b:e=e:!, 2:a=a:m 
en 2b:a —= h:n, terwijl zoodoende p de vierde evenredige 
wordt tot /, m en ». 

Daardoor krijgt men: 2 =yv{(p? + a?) —p , welkelijn met 
behulp van een rechth. A gemakkelijk te construeeren is. 

Discussie. Bovenstaande constructie geldt zoowel voor een 
stompen als voor een scherpen tophoek. Is die / = 90°, dan 


wordt GH ==AG of 5 =za en AL* = 3 AG? of rj. 


De waarde van z verandert dan in z == r/(h? Ha?) — h. 
Men kan soortgelijke opmerkingen maken, als de tophoek — 60°, 

== 120° is, enz. Voor de uitvoerbaarheid der constructie is 

noodig: a > 2h, waarmee natuurlijk niet gezegd wordt, dat 

deze voorwaarde ook voldoende is. Bi v NDE 
(Zie ook „Supplement, 1897, bl. 132.) 


BIBLIOGRAPHIE. 
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Over een cirkel, die » gegeven punten bevat. 


In een vlak zijn » punten gegeven. Beschrijf den kleinsten 
eirkel, die al die punten bevat. (Ing. vrgst. 389, bl. 109.) 


le Sreruing. Ben cirkel, die dengegeven pun 
ten bevat, zonder dat één van die punten op 
den cirkelomtrek ligt, kan niet de kleinste 


zijn. 
Bewijs. Laat O het middelpunt zijn van een cirkel, die 
de „ punten P,, P,,.... Ee bevat, terwijl geen der punten 


op den omtrek des cirkels ligt. Trek de lijnen, die O met 
deze punten vereenigen. Een van deze b.v. OP, is de langste. 


Beschrijf met OP, tot straal en O als middelpunt een cirkel. 


Deze bevat alle punten en is kleiner dan de gegeven cirkel. 
Gevolg. De minimum-cirkel moet door minstens één van 
de » punten gaan. 


2e Sreuuing. Een cirkel, die den gegeven pun- 
ten bevat, terwĳiĳlslechts één van die punten 
op den omtrek ligt, kan niet de kleinste zĳn. 


Bewijs. Laat een cirkel de punten P,,P,,P,,..….….P, 
bevatten, terwijl P, op den omtrek ligt. Trek de middellijn 


P‚A en vereenig P, met de punten P,,P,,..…….P,. Richt 
in P,, P,,--.-P, loodlijnen op de verbindingslijnen op, die 
de middellijn in Q,, Q;,-...… Q, snijden. Deze snijpunten 


moeten op P‚A en kunnen niet op het verlengde er van of 
in A vallen. Laat Q „ het punt zijn, dat het dichtst bij A 


gelegen is. Beschrijf dan op P,Q,, als middellijn een cirkel. 


Deze bevat alle punten en is kleiner dan de gegeven cirkel. 
Gevolg. De minimum-cirkel moet door minstens 2 van de 
n punten gaan. 


3e Sreruine. Een cirkel, die dengegeven pun- 


ten bevat, terwĳltwee punten op den omtrek 
liggen, zal de minimum cirkel zĳn, als de 
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twee punten uiteinden van een zelfde mid- 
delliĳn zĳn. 

Bewijs. Laten P, en P, de twee punten zijn, terwijl 
P,‚P, een middellijn van den cirkel is. In elken anderen cirkel, 
die de punten P, en P, bevat, is de lijn P,P, een koorde, 
die niet door het middelpunt gaat, of een stuk van een koorde. 
De middellijn van dezen cirkel is dus grooter dan P‚P, en 
de cirkel zelf is grooter dan de gegeven cirkel. 

Opmerking. De lijn P‚P, moet de grootste zijn van al 
de lijnen, die de n punten met elkander verbinden. 

Gevolg. Als de cirkel, beschreven op de grootste van de 
verbindingslijnen tusschen de » punten, al de punten bevat, 
is hij de minimum-cirkel. 


4e Srerring. Ben cirkel, die den gegeven pun- 
ten bevat, terwĳl slechts twee punten op den 
omtrek liggen, die niet uiteinden van een 
zelfde middellijn zijn, kan de kleinste niet 
zijn. 

Bewijs. Laat op den omtrek van een cirkel, die al de 
punten bevat, twee punten, P, en P, gelegen zijn, terwijl 
P,P, geen middellijn is. 

Er zijn twee gevallen mogelijk: 1. Uit alle punten P,, 
P,,.….….P, ziet men P,P, onder een rechten of stompen hoek. 


Als men dan op P,P, als middellijn een cirkel beschrijft, zal 
die alle punten bevatten; en hij is volgens de voorgaande 
eigenschap de minimum-cirkel. II. Aan de eene zijde van 
P,P, bevinden zich een of meer punten, waaruit men de lijn 
P‚P, onder een scherpen hoek ziet. Laat van die punten 
b.v. P, het punt zijn, waaruit men P,P, onder den kleinsten 


hoek ziet. Beschrijf om A P,P,P, een cirkel. Deze bevat 


al de gegeven punten. Verder onderspant P‚P, in dien cirkel 
een boog, grooter dan in den gegeven cirkel, maar kleiner 
dan 180°. Hieruit volgt, dat de verkregen cirkel kleiner is. 
Gevolg. Wanneer de cirkel, beschreven op de grootste van 
de verbindingslijnen der „ punten, niet al de punten bevat, 
moet de minimum-cirkel door minstens drie punten gaan. 
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be Srreruie. Wanneer de minimum-cirkel 
slechts door drie van den punten gaat, zoo 
kunnen deze niet de hoekpunten van een 
stomphoekigen driehoek zijn. 

Bewijs. Laten P,, P,, P, de drie punten zijn. Als nu 
b.v. ZP, stomp was, zoo zou aan de andere zijde van P,P, 
als P, ligt, een of meer punten gelegen moeten zijn, waaruit 
men P,P, onder een scherpen hoek ziet ; daar anders de cirkel, 
op P‚P,‚ als middellijn beschreven, volgens de 3e stelling de 
minimum-eirkel zijn zou. 

Stel nu, dat P, het punt is, waaruit men P,P, onder den 


kleinsten hoek ziet. De cirkel, om A P,P‚P, beschreven, 


zou alle punten bevatten en kleiner zijn dan de gegeven cirkel. 
A P,‚P‚P, kan derhalve niet stomphoekig zijn in P,; even- 
min in de andere hoekpunten. 


6e SreLving. De cirkel, die door drie van de 
n punten gaat, welke de hoekpunten van een 
scherphoekigen driehoek zijn, en alle pun- 
ten bevat, is de minimum-cirkel. 

Bewijs. Laten P,, P, en P, deze punten zijn. Wij heb- 
ben slechts aan te toonen, dat geen kleinere cirkel beschre- 
ven kan worden, die de punten P,, P, en P, bevat. Wan- 
neer men op de grootste zijde van A P,P,P, als middellijn 
een cirkel beschrijft, zoo valt het derde hoekpunt er buiten, 
daar de hoek aan dit punt scherp is. De minimum-cirkel voor 
P,, P, en P, moet dus volgens het bovenstaande door de 
drie punten gaan. Daar door drie punten maar één cirkel kan 
gaan, is de minimum-cirkel daarmede volkomen bepaald. 


Uit bovenstaande beschouwing volgt onmiddellijk de ge- 
vraagde constructie. 
Laten # punten P,,P,....P, gegeven zijn. Trek alle 


verbindingslijnen tusschen die punten, dat zijn er An Ĳ 


Deze vormen een figuur, waarvan de omtrek een veelhoek 
zonder inspringende hoeken is, en die b.v. k zijden heeft. 
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Brengen wij alleen de & hoekpunten van dezen veelhoek in 
rekening. Het is duidelijk, dat, wanneer een cirkel deze k 
punten bevat, hij ook de overige n — k punten bevatten zal. 
Van de SE verbindingslijnen tusschen de k punten is 
ééne de langste. Beschrijf op deze als middellijn een cirkel. 
Wanneer die cirkel de overige £— 2 punten bevat, is hij de 
minimum-eirkel volgens de derde stelling 

Wanneer deze cirkel niet al de overige k — 2 punten bevat, 
zoo moet de gevraagde cirkel door minstens drie punten gaan 
volgens de 4e stelling. 
p(p—l)(p —2) 

Li 4e 
hoeken, welke gevormd worden door de hoekpunten van den 
veelhoek, de scherphoekige. Beschrijf om elk van die drie- 
hoeken een cirkel. Onder die cirkels zal er een zijn (en niet 
meer dan één), welke al de p punten bevat. Deze is de 
minimum-cirkel volgens de 6e stelling. 

Dat er in het tweede geval steeds een scherphoekige drie- 
hoek bestaan moet, welks omgeschreven cirkel alle punten 
bevat, blijkt uit de omstandigheid, dat er in ieder geval een 
minimum-eirkel zijn moet, en dat, zooals wij bewezen heb- 
ben, deze door drie hoekpunten van een scherphoekigen drie- 
hoek moet gaan. Dat er niet meer dan één is, volgt uit het 
bewijs voor de 6e stelling. 

Het is misschien niet overbodig er op te wijzen, dat meer 
dan drie der punten op den minimum-cirkel kunnen liggen. 
In dat geval is het mogelijk, dat meer dan één scherphoekige 
driehoek den minimum-cirkel tot omgeschreven cirkel heeft. 
In geen geval echter is er meer dan één van de omgeschre- 
ven cirkels, die alle punten bevat. C. vaN pe Purre. 


Neem in dit tweede geval van de drie- 
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Enkele vragen van ons examen Wiskunde L. O. 1896. 


Stereometrie. Als twee rechte lijnen met een derde evenw. 
zijn, zijn ze ook onderl. evenw. Als twee zijden van een 
drievlakshoek gelijk zijn, liggen tegenover die zijden gelijke 
hoeken. In een drievlakshoek is de som der zijden kleiner dan 
2 gestrekte hoeken. De hoeken van een drievlakshoek zijn de 
suppl. der zijden gan zijn suppl. drievlakshoek. Inh. prisma == 
product hoogte X grondvlak. Inh. afgekn. pyramide. Inh. 
rechten cirkelkegel. Als een rechte lijn wentelt om een as, 
die met de eerste lijn in een plat vlak ligt, dan is het op- 
pervlak, dat de lijn beschrijft, gelijk aan de proj. van de lijn 
op de as, vermenigv. met den omtrek van den cirkel, die 
tot straal heeft de loodlijn op het midden van de lijn opge: 
richt, gemeten tot het snijpunt van de loodlijn met de as. 
Als een A wentelt om een as, die in het vlak van den A 
ligt en door een zijner hoekp. gaat, doorloopt hij een lichaam, 
welks inhoud gelijk is aan het oppervlak, dat beschreven 
wordt door de zijde, die tegenover het eerste hoekpunt ligt 


1 
X 5 der lood]. in den A op die zijde neergelaten. Inh. lichaam 


doorloopen door een cirkelsegment, als dit wentelt om een 
middellijn buiten het segment. 


Algebra. Bewijs a — 4 deelbaar door a —b. Evenzoo 


a" Hb door adh. Ook a —b* door ab? Wat iseen 
„reeks? Soorten. Wat een rekenk. reeks? Wat een meetk. 
reeks? Uit 3 gegevens de andere te vinden. 

Planimetrie. Als 2 AA twee zijden gelijk hebben en de 
ingesl. hoek is bij den eersten A grooter dan bij den tweeden 
enz. Hoekl. x-hoek. Beredeneer, dat tot de congruentie van 
2 n-hoeken besloten wordt uit de gelijkheid van 2n — 3 ge- 
lijkheden. Hoogtelijn drieh. berekenen. Beredeneer, dat tot 
de gelijkvormigheid van 2 „-hoeken besloten wordt door 2n — 4 
gelijkheden. Als de rechte lijn, die een topbuitenhoek van een 
A middendoor deelt, het verlengde der grondlijn ontmoet, 
is het snijpunt van de uiteinden der grondlijn verwijderd op 
afstanden, enz. Als 2 overst. hoeken van een vierh. samen 
180° bevatten, kan om dien vierhoek een cirkel beschreven 
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worden. Bewijs stelling Prouexevs. Formule dubbel aantal 
zijden veelh. 


(e= V jar —Rv(4R2 — 02) ). 


Gonio- en Trigonometrie. Van uit de punten C en D de 
hoogte van een toren AB te meten, als CD =á, ZB 00 
LACB=za, Z ACD == en / ADC =y gegeven is. 

Teeken den toren en de lijn CD nu zoo, dat gij slechts 2 
hoeken (« en @) noodig hebt en bereken dan de hoogte. Nu 
zoo, dat gij alleen hoek a noodig hebt. 

Bereken sin(a + 5) en cos(a +b). Ook sin(a —b). Hoe- 
veel is sin (90° + 5) cos (90° + b) sin (90° — b) cos (00° — b) ?P 

Een paar goniometrische vergel. oplossen. (Deze zijn mij 
echter geheel ontgaan.) W. H. DeerLMAN. 


Planimetrie, De meetkundige plaats te bepalen van de 
punten , wier afstanden tot twee gegeven punten een gegeven 
verhouding hebben. 

De lijn te construeeren , evenwijdig aan de evenwijdige zijden 
van een trapezium, waardoor het trapezium in twee gelijke 
deelen wordt verdeeld. 

Algebra. Twee vormen als rv J2 en zJ 6 met elkaar 
vermenigvuldigen; daarna den verkregen vorm in factoren 
ontbinden ; de eigenschappen der vierkantsvergelijkingen. Ver- 
schillende gevallen der vermenigvuldiging. Onmeetbare ge- 
tallen ; 't verschil van twee onmeetbare getallen is onmeetbaar. 

Trigonometrie. Van een vierhoek in een cirkel beschreven 
zijn de vier zijden gegeven ; bereken de hoeken. 

Stereometrie. Construeer een grooten cirkel op een bol; 
idem een kleinen; de middellijn van een geg. bol construeeren. 

Hebben twee pyramiden gelijke grondvlakken en gelijke 
hoogten, dan zijn de doorsneden evenwijdig aan en op ge- 
lijke afstanden van de grondvlakken gelijk. 

Twee pyramiden hebben gelijken inhoud, als hunne grond- 
vlakken en hoogten gelijk zijn. J. GRAVER. 
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Toelatings-examen voor den Hoofdeursus te Kampen, 
15—17 Juli 1897. 


Rekenkunde. 


1. Een colonne-commandant zendt om 8 uur een ordonnans 
uit naar den commandant der voorhoede, die een afstand van 
1 uur gaans van de colonne onderhoudt. Indien de ordonnans 
zich 3 maal zoo snel beweegt als de beide troepenafdeelingen, 
hoe laat zal hij dan bij de colonne teruggekeerd zijn, als hij 
bij de voorhoede 4 minuten heeft halt gehouden. 

2. A, B en C maken samen een werk af en verdienen 
daarmede samen 234 gld. A verzuimt echter 6, B 9 dagen. 
Hoe groot is ieders aandeel in het loon, als men weet, dat 
C 2 maal zooveel gedaan heeft als B en hunne krachten zich 
verhouden als 3, 4 en 5. 


3. P a te bepalen in 2 decimalen. 
Stelkunde. 
1. Verdrijf het wortelteeken uit den noemer in 
vis 3 J-g4h 


vive vis °° Pb FB 15 FPI 
2. Bereken z uit: 


r QW 3 19 20 105 
era TOR tard 0 == 


als a —= 0,3468 en b == 2,5872. 
3. wr gevraagd uit: vadrv/y=12, #° 44? = 3026. 


Meetkunde. 

1. In een vierhoek is de som van de vierkanten op een 
paar overstaande zijden gelijk aan het dubbele van de som 
der vierkanten op de beide rechte lijnen, die de middelpunten 
der andere zijden, en die de middelpunten der diagonalen ver- 
binden. Bewijs dit. 

2. Hoe construeert men in een gegeven cirkel 3 cirkels 
van gelijke grootte, die den gegeven cirkel inwendig en eikan- 
der uitwendig aanraken? Bereken vervolgens het oppervlak 
van het stuk, dat zich tusschen de drie binnenste cirkels be- 
vindt, als de straal van den buitensten cirkel 3 + 27/3 cM. 
lang is. 
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3. In een cirkel wordt de middellijn, die 1 M. lang is, 
in de uiterste en middelste reden verdeeld, en op het grootste 
stuk als middellijn een tweede cirkel beschreven. Uit het 
raakpunt van beide cirkels trekt men een koorde, die met 
de middellijn een hoek van 72° maakt. Bereken de stukken, 
waarin die koorde door den kleinsten cirkel wordt verdeeld. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 


der Opgaven 1381—1400 en 339, 356—359 zijn inge- 
zonden door: 


J. B. Bakker, 1381, 82, 85—87, 95. 

P. Bakker, 1381, 82, 84—90, 92—95, 97, 98, 1400. 

J. L. Berton, 1886, 87, 91, 94, 97, 98; 358. 

W. H. Deelman, 1381—83, 85, 86, 88, 92, 94, 95, 98—1400. 

J. Graver, 1331—83, 95, 98. 

F. K., 1381, 84-86, 88, 89, 92, 94, 95, 98—1400; 358. 

W. C. R., 1381, 82, 84—88, 90, 92, 94, 95, 99, 1400; 357. 

V. d. Wal & Verborgh, 1381, 82, 85—88, 90—92, 94, 95, 
981400; 358, 359. 

R. v. W. Pz., 1381—1400 ; 356—359. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1897 franco 


1421. 


1422. 


1423. 


1424. 


bij den Redacteur A. J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


Een koopman berekent, dat hij Be °/, wint, als hij 5 


eener partij goederen à f 6,90 en de rest à f 7,90 den 
HL. verkoopt. Hij verkoopt echter de geheele partij 
op 30 HL. na tegen f 6,80 den HL. en moet de rest 
tegen inkoopsprijs van de hand doen. Als zijne winst 
nu 5°/, bedraagt, vraagt men de grootte van de partij 
te berekenen. 

(Hoofdaete Arnhem, 1897.) H. VERHAGEN. 
Bepaal het kleinste geheele getal, dat men bij teller 


en noemer der breuk moet optellen, opdat de waarde 


der komende breuk minder dan ee van de eenheid 


verschille. 
(Hoofdacte Arnhem, 1897 ) H. VERHAGEN. 
Aan den bodem van een cilindervormig vat, gevuld 


é 1 
met water, is een kraan A, op 5 der hoogte een kraan B, 


op - en 5 der hoogte kranen C en D. A laat per 


sekonde 2 maal zooveel water door als B, C 2 maal 
zooveel als A, en D 0,3 liter per sekonde. Worden 
alleen de onderste 3 kranen tegelijk opengezet, dan is 
het vat in 424 sekonden ledig. Zet men echter allo 
kranen tegelijk open, dan is het vat na 409,6 sekonde 
geledigd. Hoeveel dM? is de inhoud van het vat? 

(RAApERSMA, IV, afd. III, no. 56.) H. VERHAGEN. 

Een groenteboer verkoopt van eene partij aardappelen 
het : gedeelte tegen 3 gld. en de rest tegen 2,40 gld. 
en 2,25 gld. den HL. en wint in ’t geheel 4,4°/. Als 
de winst op den eersten verkoop staat tot het verlies 


1425. 


1426. 


142%. 


1428. 


1429. 


1430. 


1431. 


1432. 
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op de beide andere samen als 20 : 9, welk gedeelte 
heeft hij dan tegen 2,25 gld. den HL. verkocht ? 
(Bexruem & Nienmvis, 30 Verz., IIe st., no. 190.) 
H. VERHAGEN. 
De 6e term eener oneindig voortloopende harmonische 
reeks is 25 en de 13e term is 10. Bepaal den 50sten 
term, en toon aan, dat hare som geen limiet heeft. 
H. VERHAGEN. 
Als gegeven is 
En Ee B3 JC: 
be rat Oee 
en B is ei afhankelijk van C, op welke 
wijze is A dan afhankelijk van C? 
(WisserinK, IVe Verz., no. 3, $ 25.) H. VERHAGEN. 
Van een vierhoek zijn 2 overstaande hoeken gelijk. 
Druk den inhoud van dezen vierhoek uit in zijn zijden. 
(KrarreR, Mtk. I, 615.) 
Binnen een ee cirkel ligt het punt P. Do EP 
2 koorden te trekken, die een gegeven hoek a inslui- 
ten en wel zoodanig, dat de bogen tusschen de beenen 
van dien hoek a een gegeven verschil d hebben. T. 
Bewijs, dat de som der quadraten der afstanden van een 
willekeurig punt P binnen een cirkel tot de uiteinden 
eener willekeurige middellijn constant is. J.L. Berton. 
In een A ABC op de basis AC een rechthoek te con- 
strueeren, waarvan lengte en breedte zich verhouden 
als p : q, zoodanig dat twee der hoekpunten van den 
rechthoek vallen in twee zijden vanden A. J. Kooy. 
Op een cirkelomtrek M neemt men 3 punten A, B en C, 
Op de koorden AB en AC als middellijnen beschrijft 
men de cirkels N en O, die elkaar in A en D snijden. 
Toon aan, dat de punten B, C en D in eene rechte liggen. 
In een gegeven cirkel is AB eene middellijn. Men be- 
schrijft een tweeden cirkel, die den eersten in de pun- 
ten A en B snijdt en welks middelpunt op den omtrek 
van den eersten ligt. Eene koorde AC, in den eersten 
cirkel getrokken, snijdt na verlenging den tweeden 
cirkel in D. Men vraagt: 


1433. 


1434. 


1435. 


1436. 


1437. 


1438. 


239 


a. te bewijzen, dat CD gelijk is aan de lijn, die het 
punt C met B verbindt; 

b. de lengte van de koorde AD te berekenen, voor het 
bijzondere geval, dat / DAB == 15° en AB = 2r 
gegeven is. (Kon. Mil. Acad. 1897.) 

Gegeven een scheef hoekige driehoek ABC. Op de zijden 

AB en AC van dien driehoek beschrijft men een vier- 

kant. De diagonalen van het vierkant op AB snijden 

elkaar in D, die van het vierkant op AC in EB. De 
punten D en E vereenigt men met het midden F' van 
de zijde BO. Bewijs DF = EF en / DEF — 90°, 

(Cadet 1897.) 

In het middelpunt M van een cirkel, waarin getrokken 

wordt de middellijn AB, trekt men den straal MC 

loodrecht op AB. De koorde BC wordt van B af op 

BA uitgezet zoodanig dat BD == BC ís. In D trekt 

men de lijn DE loodrecht op AB, snijdende den cirkel 

in het punt E,‚ en vereenigt E met B, snijdende MC 

in F. Bewijs hoek DFB —= 90° (Cadet 1897.) 

ar — Ta J-6 


6 2 E 
Bereken de waarden, die de breuk PER 
Noord =O A8 Nt Aen loo 
(Toel.ex. Univ. 1896.) C. K 


Bereken # uit de vergelijking 

2 (log 3% — 3 (log 3)P +1 =0. 
(Kon. Mil. Acad. 1897.) 
Welke waarden hebben A en B in het volgend stel 
vergelijkingen, als men weet, dat de derde en vierde 
vergelijking afhankelijk zijn van de eerste en tweede ? 


3x — 2y == 
Arx—By =23 

5e 3y =D 
4AAv J- 3By —=— 18. 


(J. VersLuys, Lrbk. d. Alg. I, 8 80, no. 18.) J. pe V, 
Twee kooplieden sluiten een vennootschap op de vol- 
gende voorwaarden. A zal bij de winstverdeeling voor 
het drijven van de zaak 2°/, van zijn kapitaal vooruit 
ontvangen en B als reiziger 8°/, van zijn kapitaal. 
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Als nu de geheele winst van A bedraagt 5°j,, die 
van B f 300 meer dan 5 °/, en de geheele winst f 5800, 
vraagt men naar het kapitaal dat ieder heeft bijgedragen. 
(Adelborst 1897.) | 


1439. Bepaal de som van de reeks : 
5 6 t 5 Grunn 5 


Tat AARTS PALLE LERARES 
(Veeartsenijsehool 1897.) 

1440. Eene rekenkundige reeks bestaat uit 5 termen. De som 
der termen is 55 en hun product 104720. Bereken 
de termen. 

(Surrs, Alg. Vrgst., 3e st., bl.88, 46.) A.G.pB. 





‚ enz. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


We vestigen nogmaals de aandacht op no. 838, blz. 109, 
en no. 354, bl. 48, waarvan nog geen opl. inkwamen. 


372. Als men tusschen elk paar overstaande zijden van een 
vierkant onderling loodrechte lijnen trekt, dan zijn die 
lijnen even lang. 

Hoeveel omgekeerden heeft deze eigenschap? 
Antw. Negen. Wie wil me aan de oplossing helpen? $. 
373. Als de zijden van een A zich verhouden als de getallen 


3, 4 en 5, heeft men voor de stralen der aangeschreven 


cirkels : in En 
r 


r Dee 
Verhouden de zijden zich als 5, 12 en 13, dan heeft 


men voor de stralen dr cirkels : 
Pe SN 
(KrarpER, IT, 498, 499.) J. pe V. 
374. Te bewijzen, dat elk ondeelbaar getal, dat een vier- 
voud + 1 is, voorgesteld kan worden door de som van 
twee quadraten. P. BEKKER. 
375, De som van de derdemachten der getallen , genomen in 
hunne natuurlijke volgorde (te beginnen met de eenheid) 
is gelijk aan de tweedemacht van de som dier getallen. 
A. HENDRIKS. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1401—1420. 


1401. Twee weiden, groot 45 en 55 HA., liggen naast elkaar. 
In de eerste kan men 12 koeien 84 dagen laten grazen, 
in de tweede 22 koeien gedurende 49 dagen. Men 
neemt de afsluiting tusschen beide weiden weg en brengt 
in beide samen 36 koeien. Als die weiden even vrucht- 
baar zijn, hoe lang kunnen die koeien er dan in grazen ? 
Rek. opl. R. v. W. 
(BerrzeM en Nisennuis, Ille Verz. 2e st. no. 126.) 

Oplossing. 

Uit de opgave kan gemakkelijk afgeleid worden, dat het 
aanvankelijke gras van 15 HA. der eerste weide met hetgeen 
daarop in 84 dagen of 12 weken bijgroeide, door 4 koeien in 
12 weken of ook door 1 koe in 48 weken kan worden afgeweid, 

Evenzoo vindt men, dat het gras van 15 HA. der tweede 
weide met hetgeen er in 7 weken bijkomt, voor 6 koeien 
gedurende 7 weken, dus voor 1 koe gedurende 42 weken 
voldoende is. 

Daar beide weiden even vruchtbaar zijn, zoo volgt uit het 
voorgaande, dat er in 12 — 7 == 5 weken op 15 HA. zooveel 
gras groeit, dat 1 koe daaraan 48 — 42 =6 weken genoeg 
zou hebben. Met hetgeen daarop in 12 weken bijkomt, kan 


men dus 1 koe gedurende 5 2e Bi 14e week voeden. De 
oorspronkelijke hoeveelheid op 15 HA. kan bijgevolg door 1 


koe in 48 — 14e EE 337 week worden afgegraasd, zoodat er in 
de US 018 à 3 1 
12 weken Ur 33 = dat is per week 5 12 of 55 van het 


aanvankelijke gras bijgroeit. 

In 12 weken weiden dus 4 koeien 15 maal het aanvanke- 
lijke gras van 15 HA, af. Nu zijn beide weiden samen 100 
HA. of 65 X 15 HA. groot ; derhalve is Ee 


oorspronkelijke gras op 100 HA. voldoende voor 4 koeien ge- 
De Vriend der Wiskunde, XIL 16 


Q 3 
: 65 of Tä maal het 
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durende 12 weken, of ook 9 X ni =e Ee xX die hoeveelheid 


voor 36 koeien gedurende 12 weken. De 36 koeien eten dus 
van die hoeveelheid in 1 week. Wijl er in dien 


1 1 


Voedt aait A 9 
tijd ze bijgegroeid, grazen ze dus elke week E56 TI 8 


13 9 
La 


van het aanvankelijk voorhanden zijnde gras af. Hieruit volgt 
onmiddellijk, dat men 36 koeien gedurende 8 weken of 56 
dagen in die weiden kan laten grazen. Beva We 


1402. Bereken in ’t 8-tallig stelsel tot op e nauwkeurig 


dn 3 ____ 
2 v l 
v 185 Ei alg: H. VERHAGEN. 
Oplossing. 


71 2 
sz VS iam ONCE te klein of 
kt ND gr Napa niG 


58 
16 te groot. 
pet x 5270 B 134712. 
peil ESE ASD BE te klein 
SS 163 Preah NENELD 
45 
of 16 te groot. 
123 15 


De som der gevonden waarden is dus: — of br5 te klein, 
tot op : nauwkeurig of 6-5 te groot tot op - nauwkeurig, 


of 6 tot op 5 nauwkeurig. F. K. 

1403. Iemand moet over 3 jaar f 11706 betalen. Hem wordt 
toegestaan, aan ’t eind van ’t le, van ’t 2e en van 
# 3e jaar telkens eene gelijke som te betalen. Hoe 
groot is deze, als er 4°/, 's jaars voor vervroegde be- 
taling wordt gekort ? H, VERHAGEN. 
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Oplossing. 
Elke gulden, dien hij nu betaalt, heeft over 3 jaar eene 


waarde van (1,04), zoodat de contante waarde van de som, 
11706 


(1,04)3" 
Betaalt hij na verloop van elk jaar f x, dan bedraagt de 
contante waarde respectievelijk : 


die hij over 3 jaar moet betalen, bedraagt 





van de f z over Ì jaar = 7 





8 


ds 7 (1,04) 


% x 11,706 


(1,04)? z H- 1,04 Jz = 11706 
3,1216 # = 11706 
“== f 3750. P. BAKKER. 
Tweede oplossing. 

Bedraagt de korting 4°/, ’sjaars boven de 100, dan zullen 
de drie gelijke termijnen in 3 jaar tegen 4°/, aangroeien tot 
f 11706. Dit bedrag staat dan gelijk met (1,042 + 1,04 + 1) 
== 3,1216 maal de jaarlijks te betalen som. Deze is dus 
f 11706 : 3,1216 = f 3750. 

Rekent men, gelijk in de practijk gewoonlijk ofschoon ver- 
keerdelijk geschiedt, dat er 4°/, van de 100 wordt gekort, 
dan moet hij bij het einde van het eerste jaar 0,96 x 0,96 
maal zekere som, bij het einde van het tweede jaar 0,96 X 
een andere som en na verloop van het derde jaar de rest be- 
talen. Daar de drie termijnen gelijk moeten zijn, hebben we 
f 11706 te verdeelen in drie gedeelten , welke zich verhouden 


1 
als 0,96 x 0,96 ’ 0,96 en Ì of als 625 : 600 : 576. De laatste 
. 576 e 8 
I mo Ene 4, D 
termijn is dus 625 600 + 576 Xf 11706 = f 3743,8 it 


bedrag moet dan aan het einde van elk jaar worden voldaan. 
Hieruit blijkt, dat de laatste berekening den debiteur voor- 
deeliger uitkomt, Rev, W‚ 
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1404. Toon aan, dat de oneindige harmonische reeks 
1 1 1 


a 3 adv 9 a a Ip gee ese 
niet te sommeeren is. 
Oplossing. 
Beschouwen wij allereerst de oneindige harmonische reeks 
Lr Le 
) AAI LAD A GA BA NOEL O 
We kunnen hare termen aldus groepeeren : 


1 Lans dl Lr rl eek Teen 1 
Lb Gri) Gretite), Grot) 
1 1 el 
(tit) enz. ; 
elke volgende groep 2 maal zooveel termen alsde voorgaande. 


H. VERHAGEN. 


Nu is: 


Teen 
dan dane 
vts et Kat 
Bret ARE 
154 1 kat 
ot mot) EXE 


zoo voortgaande vindt men in 't algemeen : 








1 1 1 ARA 
Je p-FI K ta: 
bin Be Ps on apt 
Derhalve : 


Lnsl Atenne 
de som S > Le ee) 
d.i. S nadert niet tot eene limiet; zij wordt grooter dan elk 


meetbaar getal. De reeks heet divergent. 
Met bovenstaande harm. reeks kunnen wij alle andere ver- 


gelijken. Bijv.: Gegeven te sommeeren de reeks: 
AL 1 1 1 
alata erahuninet Ce 
deze is grooter dan de reeks 


kad 1 Ì 1 
etotat tit 


ET OO 
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RAR Ae RT EL, ik 
of iatgtatster) 
derhalve grooter dan deze divergente reeks, dus ook divergent. 


Is de rij der noemers eene dalende rekenk. reeks, dan krij- 
gen we eene oneindige reeks van negatieve termen, die even- 


zeer divergeert. Bijv. : 
Wereld 1 Waslin 4 Lel 
naemen esantekoin er 4 State 


Nemen we nu de algemeene reeks: 


1 1 1 1 1 
nad a niro hi he 


waarin v positief gedacht wordt, evenals a. 


Deze reeks is grooter dan 


1 1 1 1 1 
atas tard tar) Ear) 
of grooter dan ia (rd ebarggekete) 


dus oneindig groot. 
Is a negatief en gelegen tusschen mv en (mt 1)v, dan is 
1 1 | 
(mt1)v Ha RD) va Went boe A 
eene harm. oneind. reeks van pos. getallen; deze is grooter dan 
L 1 1 
met met met 


en deze is weer grooter dan 
1 1 1 
EE RE GEE nn 


heek 
of Lg 


(nm + 1)v 


alzoo weer oneindig groot. 


Is v negatief, dan krijgen wij eene oneindige reeks, waarin 
een beperkt aantal termen positief kan zijn, maar verder heb- 
ben we eene oneind. dalende reeks, die oneindig groot is. 

H. VERHAGEN. 
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1405. De weg PQ is 71 KM. lang. A vertrekt om 10 uur 
uit P, B gaat om 11 uur uit P, C komt hen om 12 uur uit 
Q tegemoet. Hunne snelheden zijn respectievelijk 4, 4,5 
en 5 KM. per uur. Hoe laat zal C juist midden tus- 
schen A en B zijn? Rek. opl. __H. VERHAGEN. 


Oplossing. 

Om 12 uur gaat C uit Q; dan is A 8 en B 4 KM. van 
P verwijderd. Een persoon, die zich juist midden tusschen 
A en B bevindt, zal dan 6 KM. van P verwijderd zijn. 
Zal die persoon altijd juist midden tusschen A en B in blijven, 


dan moet hij eene snelheid hebben van 4 KM. per uur. ’t Is 


dus de vraag maar, wanneer deze persoon C ontmoet. Wij 
noemen dien persoon D. Om 12 uur is de afstand tusschen 


C en D 71 KM. — 6 KMS 635 KM. Zij leggen samen per 


uur 9 KM. af en zullen elkaar dus na 7 uren ontmoeten. 


t Is dan 7 uur. 

Hierbij valt echter op te merken, dat A, B en C dan juist 
evenver van Q verwijderd zijn , zoodat er eigenlijk geen sprake 
kan zijn van juist midden tusschen A en B in. 

Komen bedoelde personen terug, dan is ’t voor de terug- 
reis te bepalen, zooals hierboven, doch dit is in 't vraagstuk 
niet gegeven. F.KS 


1406. Hoe luidt in het elftallig stelsel het kenmerk van deel- 
baarheid door 7: 
a. door middel van de periode van resten , 
b. door optelling en aftrekking ? 
Geef het bewijs. H. VERHAGEN, 
Oplossing. 

a. Srerrine. Opdat in het elftallig stelsel een getal deel- 
baar zij door 7, is het noodig en voldoende, dat het cijfer 
der eenheden +} 4 maal dat der elftallen + 2 maal dat der 
elf2-tallen + het cijfer der elf*-tallen enz. een T-voud zij. 
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Bewijs. Deelt men de op elkaar volgende termen der schaal 
van het elf-tallig stelsel door 7, dan vindt men achtereen vol- 
gens tot resten: 1, 4, 2; 1, A, 2 enz. De periode der 
resten is dus 1, 4,2. 

Nemen we nu een willekeurig getal lavedef | ‚ waarvan ge- 
geven wordt, dat het staat in het elftallig stelsel. 


* We hebben dan : 
f —=f 
e0 =e X 10 =e (7-voud + 4) = 7-voud +4 Xe 
d0O—=dxX 100 = d(T-voud +2) =7-voud +2 Xd 
CO00 —=e X 1000 =e (T-voud +1) == 7-voud H 1 Xe 
b0000—=5 Xx 10000 = b (7-voud J 4) = T-voud J 4 X b 
400000 — a X 100000 == a (7-voud + 2) = 7-voud +2 Xa 


(abedef| — T-voud + (f+4XeH2XdHetAXxXEH2 Xa). 


Het gegeven getal is derhalve een J-voud J- ’t cijfer der 
eenheden + 4 maal *t cijfer der elftallen enz. 

Is nu (f+ 4e + 2d Je 45 +22) een 7-voud, dan is dit 
ook waar van labedef|. Hieruit volgt, dat de in de stelling 
genoemde voorwaarde voldoende is. 

Dat zij ook noodig is, blijkt terstond, als men onderstelt, 
dat f-J- 4e} 2d enz. niet door 7 deelbaar is. In dat geval 
toch is ook het gegeven getal geen 7-voud. Hv We 


b. Teneinde het begeerde kenmerk te vinden, zoeken we 
eerst 2 getallen, die door 7 deelbaar zijn en in het elftallig 
stelsel resp. op de cijfers 1 en 4 (— tien) eindigen. De kleinste 
dier getallen zijn 14 en 51. We hebben nu de volgende 

SreLrine. Opdat in het elftallig stelsel een getal deelbaar 
zij door 7, is het voldoende en noodig, dat 2 maal het cijfer 
der eenheden opgeteld bij of 5 maal dat cijfer afgetrokken 
van het getal, gevormd door de overige eijfers, een 7-voud zij. 

Bewijs. Zij van een willekeurig getal het cijfer der eenheden 
— e en het getal, gevormd door de andere cijfers — g, dan 
is de waarde van het getal —10g + e. Ons bewijs is vierledig. 


1°. Gegeven: Te bewijzen : 
g +2 Xe= 7-voud. 109 Je = 7-voud. 
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Bewijs. gh 2X e =7-voud 
10(9g + 2 Xe) == 7-voud 


of 109 +20 xe = 7 voud. 
Maar lt Xe =7-voud, omdat 1é = 7-voud is. 
Dus 10g + € == 7-voud. 


Hiermee is bewezen, dat de genoemde voorwaarde vol- 
doende is. 


2°. Gegeven: Te bewijzen : 
g +2 Xe is geen 7-voud. 10g + e is geen 7-voud. 
Bewijs. 9} 2 Xe is geen 7-voud, 
10(g + 2Xe)isgeen 7-voud, omdat 10 en 7 onderl. 
of 10 g + 20 Xe is geen 7-voud. ond. zijn. 
Maar 1é Xe is wel een 7-voud. 
Derhalve is 109 Je geen 7-voud. 
Hieruit blijkt, dat de gestelde voorwaarde noodig is. 





3°. Gegeven: Te bewijzen: 
g—5 Xe==7-voud. 10 g + e= 7-voud. 
Bewijs. g— 5 Xe == 7-voud 
10 (g — 5 Xe) == 7-voud 
of 10 9 —50 Xe == 7-voud. 
Maar 5l Xe == 1-voud, omdat 51 =7-voud is. 
Door optelling is 10 g + e =—= 7-voud. 


4°, Dit deel van het bewijs wordt op ongeveer dezelfde 
wijze geleverd als 83°, zoodat we het achterwege kunnen laten. 
Rav: Wi 


1407. Bewijs, dat in een willekeurigen vierhoek de som der 
vierkanten op de diagonalen gelijk is aan de som der 
kwadraten op de zijden, verminderd met viermaal het 
vierkant op de lijn, die de middens der diagonalen 
vereenigt. (KNAPPER, 353.) Rv We 


Oplossing. 
Ond. ABCD is een willek. vierh. AE —=CE, BF = DF. 
Gest. AB? JBC? JCD: + AD? = AC? + BD? +4EF*, 
Bewijs. Trek BE en DE, dan zijn DE en BE medianen 
in de AA ACD en ABC, zoodat 
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in AACD AD? CD? =2DE? +5 AC! 


en in AABC AB? BC? = 2BE? +5 AC? 
re ODE 
AB? + BC? + OD? J AD? = AC? + 2(BE? + DE?) 
Maar in A BDE is EF weer een mediaan, zoodat 


BE? + DE? —2ET' 4 5 BD?, 
dus AB? +BC? 4 CD? + AD? z AC? + BD? + 4EF?. 
Anders. 


Als G, I, H en K respectievelijk de middens van AD, DC, 
CB en AB zijn, trek dan GH en IK, dan heeft men door 
toepassing der eigenschap, dat in een vierhoek de som der 
vierkanten op de diagonalen gelijk is aan de som der vier- 
kanten op de beide rechten, die de middens der overstaande 
zijden verbinden 

AC* BD? =2(GH? +IK?) . . . . (U) 
en door toepassing der eigenschap, dat in een vierhoek de som 
der vierkanten op een paar overstaande zijden gelijk is aan 
het dubbel der som der vierkanten op de beide rechten , die 
de middens der andere zijden en der diagonalen verbinden, 

AB? + CD? =2(GH*4+EF?). . . . (2) 
en AD? + BC? =2(IK? HEF?) . . . . (3) 
mmm Opt 


Pp 
AB? + BC? + CD? + AD? =2(GH? J- IK?) + 4 EF? 
hierin (1) gesubstitueerd , geeft 
AB? + BC? + CD? + AD? == AC? + BD? + 4EF?, 


1408. Drie rechte lijnen zijn in grootte en stand gegeven. Men 

vraagt een punt te vinden, zoodat als men dat punt 
met de uiteinden dier lijnen vereenigt, de 3 (op die 
gegeven lijnen als bases) ontstane A A even groot zijn. 
(WisseLinK, Mtk. vrgst. 3est.S 21, 118) M.v.O.JR. 


Oplossing. 
Gegeven : De lijnen AB, CD en EF. 


Analyse: Zij P ’t gezochte punt. Verleng AB en CD tot 
zij het verlengde van EF in H en L snijden, Neemt men nu 
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op HA een stuk HG — AB en op HL een stuk HK == EF, 
dan is A HGP=—= A PHK. Deze AA hebben de basis HP 
gemeen, dus hunne hoogten zijn gelijk, waaruit volgt dat, 
als men GO // HL trekt, vierhoek HGOK een parallelogram 
is; hierdoor is de richting van HP bepaald. Neemt men even- 
zoo op LC een stuk LM —= CD en op LH een stuk LR —= EF, 
dan is, als men RQ // LC en MQ ‚/ RL trekt, ook de rich- 
ting van LQ en daardoor P bepaald. 

Constructie: Verleng AB en CD tot zij het verlengde van 
EF in H en L snijden. Maak op HA HG == AB; op HL 
HK —= EF — RL en op LC LM =CD. Trek GO (/ HK, 
KO // GH; RQ // ML en MQ // RL. Trek HO en LQ. Hun 
snijpunt P is het gevraagde punt. 

Bewijs: A APB=AGPH en A EPF S= A HPK , maar 
A GPH=—= A HPK, omdat zij een gemeenschappelijke basis 
en gelijke hoogten hebben, dus is A APB == A EPF. 

Evenzoo bewijst men, dat A EPF == A CPD is. 

M. v. O0. Je. 


Opmerking. Dit vraagstuk is feitelijk een uitbreiding van 
no. 1315 op bladz. 13. Men kan op de daar aangegeven wijze 
eerst een meetk. plaats bepalen voor de punten, die met de 
uiteinden van twee der gegeven lijnen verbonden, evengroote 
AA doen ontstaan. Zoekt men nu op dezelfde manier met 
betrekking tot éón dier lijnen en de derde lijn nog een meetk. 
plaats, dan zal het snijpunt dier beide rechten aan den ge- 
stelden eisch voldoen. 

Er kan in ’t algemeen meer dan één punt worden gevonden, 
Immers, elk dier beide meetk. plaatsen bestaat uit twee lijnen, 
zoodat er hoogstens 2 x 2 == 4 zulke punten kunnen ontstaan; 

Liggen de drie gegeven lijnen in elkaars verlengde, dan is 
de constructie in ’t algemeen onmogelijk. Loopen ze alle even- 
wijdig, zoo is zij òf onbepaald òf onmogelijk. Onbepaald, als 
de beide meetk. plaatsen samenvallen, onmogelijk, als dit niet 
het geval is, daar de meetk. plaatsen dan ook evenwijdig zijn 
en derhalve geen enkel punt gemeen hebben. 

Zijn slechts 2 der gegeven lijnen evenwijdig, dan zullen 
niet meer dan 2 punten kunnen gevonden worden. R. v. W. 
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1409. Door het middelpunt M van den omgeschreven cirkel 
van een A ABC trekt men 3 rechten EF // AB, GH // BC, 
IK//AC, Als nu de punten E en H op AC, F en I 
op BC, G en K op AB liggen, bewijs dan dat (R = 
str. omg. cirk.) 

AB.EF +BC.GH-CA.IK==OR?, M.p.J. 


Oplossing. 


Trek MA, MB en MC, alsmede ML _L BC, MN 1 AC en 
MP | AB. 
In A MCI is MC? =R? =MI? +1IC? + 2LI. IC 
in A MCH is MC? =R’ =MH* + HC? + 2NH.HC 
Ont 
2R? = MI? + HC? + MH? + IC? + 2LI. IC + 2NH HC 
waarin IC =MH en HC = MI, zoodat 


2R? — 2MI? 4 2MH? + 2LI. MH 2NH.MI. . (1) 
Maar LIS — ME en NH = En — HO, 
deze waarden in (1) gesubstitueerd geeft na herleiding 
DRM ONM IJS oen (2) 
Evenzoo vindt men 2R? =AC.MK +AB.ME. . . (3) 
en 2R? =AB.MF + BC.MG. . . (4) 
Uit (2), (3) en (4) volgt nu 
GR? — AB (ME + MF) + BC (MG +- MH) + AC (MK + MI) 
=AB.EF + BC.GH + AC.IK. M. D.J; 


Tweede oplossing. 


Uit de gegevens volgt onmiddellijk: EM =AK; KM = AE 
enz. Verbinden we M met A, B en C, dan is AM = BM = 
CM ==R en passen we daarna op A ABM het theorema van 
SrrwART toe, dan vindt men: 


AK .BM? J BK. AM? —= AB(KM! + AK.BK) 
(AK + BK) R* —= AB (KM? + AK. BK) 
R'— KM: —+AK.BK 


of R*—KM.AE + EM. BK. 
Op gelijke manier bewijst men: R° =KM.CHJ EM,AK 
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dus is 2R? — KM (AE4CE) + EM (AK+BK) 
of PR'—= __KM.AC +EM.AB 
Zoo is ook 2R° = IM .AC + HM.BC 
2R'—= _ FM.AB + GM.BC 
GR? = (EM + FM) AB + (GM + HM) BO + (IM + KM) AC 
of 6R: = AB.EF + BC.GH + CA. IK. Ri vw 
1410. In een cirkel zijn een reg. 5-, 6- en 10-hoek beschreven. 
Bewijs nu — zonder toepassing der formules voor de 


zijden dezer reg. veelhoeken — dat het vierkant op de 
zijde van den vijfhoek, gelijk is aan de som der vier- 
kanten, welke op de zijden der reg. 6- en 10-hoeken 
beschreven zijn, 


Oplossing. 

Ond. Zij M het middelpunt 
van den cirkel, AB =d, 
AC =BC =a;,, dan is 

NM SBM OMEN 

Gest. AB* = AM? + AC? 
of. a? — adt afg: 

Bewijs / AMB == mid- 
delp./ ing. reg. 5-hoek —= 729; 
dus / MAB = / MBA —=54®, 
MC is de bissectrix van / AMB, dus / AMC =/ BMC = 36°. 
Zij MD de bissectrix van / BMC, dan is / CMD == 15° en 
/ AMD =54°. In A AMD is/ MAD = 54°, / AMD =5t?, 
dus / ADM —= 72° en AD —=DM, zoodat A ADM A AMD, 
waaruit AM:AB=AD:AM of AM? =AB.AD . . . (1) 

Trek CD, dan is ACMDA2 A BMD, want 

/ CMD =—=/ BMD —=18°, MC = MB en MD = MD, 
dus CD = BD, derhalve is A BDC gelijkbeenig , dus 
‚BOD =—=/ CBD = / BAC =18°, zoodat A BCD @ AABC, 





waaruit BC:AB=BD:BC of BC?=BD.AB . . . (2) 
Uit (1) en (2) volgt AB(AD +BD) = MA? + BC? 
of AB? = AM? + AC? of a? = a? J- Ajo: 


Tweede oplossing. 
Dit vraagstuk komt ook voor onder no. 1227 van „ De Vriend’ 
XI, 1896. Men vindt daar ter plaatse verschillende oplossingen. 


253 


Een ander bewijs is het volgende. Zij M het middelpunt 
den cirkel en AC —=a,,. Verleng deze lijn met CP zoodanig, 
dat AP—=AM==a, is. Trek uit P een raaklijn PB, dan 
is MB—=a, en MP =a,, wijl / MAP == 72° is. Ook weten 
we, dat A MBP rechthoekig is in B. We hebben nu slechts 
te bewijzen: PB == AC. 

We hebben vooreerst: AP:AC=AC:CP . . . . (1) 
en in de tweede plaats : 

Kes AB OOR ARERB SPB CPT nr) 

Uit (1) en (2) volgt: PB = AC =a,, 
zoodat in A MBP MP? —=MB? + BP? of a? —=a? + a? 

R. u wW. 


Derde oplossing. 


Zij van den koordenvierhoek ABCD de zijde AB —= 2R, 
AC=BD==a,, dan is bg CD —= 180° — (72° + 72°) — 36°, 
dus koorde CD = a, 

Nu is: BO. AD==a? +a,,-.2R (Proremeus). 

Maar BC= AD =v(4R? —a?). Deze waarde gesubsti- 
tueerd voor BC en AD geeft: 

AR? — a? =at Ja, 2R 
2at = 4R2 —a,,.2R 
at =2R? — a. R=R? +R(R-— a). 

Nu is a,, gelijk aan het grootste stuk der in uiterste en 
middelste reden verdeelden straal, dus R 6 — A10) S @io» 
waaruit volgt: a? = R? +42, = 2 fr aî 


1411. Als men uit een punt der lijn, welke door de snij- 
punten van 2 elkaar snijdende cirkels is getrokken, 4 
raaklijnen aan die cirkels trekt, dan zijn de raakpunten 
de hoekpunten van een koordenvierhoek. Bewijs dit. 


Oplossing. 


Ond. M en N zijn 2 cirkels, welke elkander in A en B 
snijden, P is een punt der lijn door A en B getrokken; PC 
en PE zijn raaklijnen aan cirkel M‚ PD en PF zijn raak- 
lijnen aan cirkel N. 

Gest. C, D, Een F zijn de hoekpunten van een koordenvierh, 


Bewijs. PC is een 
raaklijn aan en PAB 
eene sniĳlijn van cirkel 
M, dus PC* —= PA. PB. 
PF is een raaklijn aan 
en PAB een snĳjĳlijn 
van cirkel N, dus 

PEES PA GBR 
dus PC'* == PF? of 

BO SPE 

Maar PC = PE en 
PD —= PF, zoodat 
PO PDESEL SN 

De cirkel uit P met 
PC als straal beschre- 
ven, gaat dus door CQ, 
D,E en F, zoodat C, D,E en F de hoekpunten zijn van 
een koordenvierhoek. | 





Anders. 
CDE —=/ CDP + / PDE 
‚CFE =/ PFE-—/ PFC 


/. CDE + ZCFE = 2 CDP +4 PDE + £ PFE — ZPEFC (1) 
DEF —=/ PEF + / PED 
DCF —=/ PCD —/ PCE 
DEF + DCF =Z PEF +7 PED + ZPCD — ZL PCF (2) 
Uit PC =PD =PE = PF (zie boven) volgt 
LSPOD == LSPDC Se PDE SS ZIELDS ZL PFE == PEF, 
L PCF == 4 PEC, 
waaruit volgt, dat (1) = (2), zoodat 
L CDE + ZL CFE—=Z DEF + £ DCF —= 1809, 
dus CDEF' is een koordenvierhoek. P. BAKKER. 


1412. Op de zijden van een rechth. A ABC zijn buitenwaarts 
gelijkzijdige AA ACD, ABE, BCF beschreven, wier 
toppen D, E,‚ F met de overstaande hoekpunten B, C, A. 
van den rechth. A ABC zijn verbonden. Wat weet 
ge van deze verbindingslijnen AF, BD, CE? Hoelang 
zijn zij, als de rechthoekszijden AC = a en AB = bzijn? 
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Oplossing. 


De AA ACF 
en DCB zijn 2, 
want AC == DC; 
CF —= C8 en 
AGH SEDO 
—= £ ACB + 600, 
zoodat AF == BD 
is. Op dezelfde 
manier kan men 
aantoonen : 

BD = CE, dus 
AF=BD=CE (1) 

AF en BD snij- 
den elkaar in I, 
We zullen thans 





bewijzen, dat ook CE door dat punt gaat, 

Boven zagen we reeds, dat A ACF 2 A DCB, dus 
LAFC=Z DBC. Hieruit volgt, dat als we C met I ver- 
binden , om vierhoek CIBF' een cirkel kan beschreven worden. 
Dus is Z CIF —=/ CBF = 60° en evenzoo / BIF —=/ BCF 
=— 60°, zoodat Z AIB —= 180°—/ BIF == 120° is. Maar 
Z AEB —= 60°, dus is AIBE eveneens een koordenvierhoek. 
Trek EI, dan is Z AIE =Z ABE =/ CIF = 60° Hierait 
volgt, dat CI en EI in elkaars verlengde liggen, dus gaat 
EC door I. 

In het voorgaande hebben we van AF, BD en CE aangetoond : 

1°, dat ze even lang zijn; 

29 dat ze elkaar in 1 punt snijden ; 

83°, dat ze elkaar snijden onder // van 60°, 

Trek teneinde de lengte dier lijnen te berekenen, DG | AC 


en DH t AB, dan is AG = DH = za. In A ADG'is AD-za, 


1 

AG za, dus DE za 3, dus BH =b+zar8, 
In A BDH is nu 

1 1? 

BD*=BH! +DH* =b +343)! + (za) 
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zat db? abs 
dus AF =CE=BD = rv (a? + b? +abr3). 
R.v. W.; vo. Wau& Vers; À, G.p. B.; GRAVER; DEELMAN. 


Aanteekening. Als A ABC willekeurig is, gaan de lijnen 
AE, BD en CF eveneens door 1 punt en zijn ze ook even 
lang. (Zie o.a. De Vriend, II, bl. 58 no. 136.) 

Zijn de zijden van A ABC a, 5 en c en is hij scheef- 


hoekig, dan wordt elke verbindingslijn = : vaat tb: tet tr), 





waarin r=V3(at+b+ol—atb+e) (a —b+c) (a +b—c). 


Stellen we hier weer e= (a? + b*), dan komen we terug 
op de formule BD =1v(a' Jaby3 + b°). J. L. Berron. 


1413. Als in A ABO de lijn AD de zijde BC zoo in 2 deelen 
verdeelt, dat CD —=2BD is, dan is 
AC: 4-2AB? —8AD? 4 $ BO? 
Bewijs dit. AG Db 
Oplossing. 


Zij in A ABC de lijn AD zoodanig getrokken, dat CD = 
9BD, Pas het theorema van STEWART toe, dan heeft men 
AG: .BD + AB’. CD = AD‘. BO +BC.BD.CD. 
Hierin CD =2BD gestubstitueerd , geeft 


AQ*.BD + AB*.2BD —AD*. 3BD +3 BC“. 2BD 
2 
of AC? + 2AB? S= 3AD +zBC% AAE AA 


Tweede oplossing. 


Gegeven : CD == 2BD. 
Trek AEL BC, dan is: 

in A ABD: AB’ =BD? + AD? — 2BD ‚DE 
2 





of 2 AB? ==2BD" +2AD? —4BD. DE 
en in AACD: AC?=CD? + AD? +2CD. DE 
Men telt de laatste twee vergelijkingen bij elkaar op, maar 
daar CD =2BD, is CD? = 4BD? en 20D =4 BD 
dus AC? +2 AB? =6BD? + 3AD?, 
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Maar BD = ;BO, dus BD? — ;BO?, dus 


AC? + 2AB* = 3 BO? }3AD?, 
DerErELMAN; Wisse; P. BAKKER. 
1414. Bewijs, dat in een rechthoekigen A de hypotenusa 
grooter is dan of geliĳĳk is aan 4 maal het 


verschil tusschen eene der rechthoekszijden met hare 
projectie. HS GA 


Oplossing. 
Ond. A ABC is rechth. in A 
BD projectie van AB op BCO. . 
Gest. BC Di 4 (AB — BD). 


Bewijs. BC == v (AB? + AC?) en 
BD = AB? : BC, dus moet 


(AB? HAC?) } 4(AB — AB? : BO) zijn 








Bent ml 
of AB? JAC? ) 4 AB 1 (AB? + AU?) — 4AB? 
of 5 AB? JAC?) 4ABv(AB? 4 AC?) 


of 25 AB* 10 AB?, AQ? J AQ* ” 16 AB* +16 AB? . AC? 
of 9AB* — 6 AB?. AQ? + AQ4 0 
of (3 AB? — AC)? Dj O, wat steeds het geval 


is. Hiermee is het gestelde bewezen. 


Aanteekening. Als / B = 60° is, dan is BC = 2 AB, 
AB=2BD en 4(AB—BD) =4AB —2 AB =2AB=—= BC. 
Ha GAME 
Tweede oplossing. 


Gegeven: Op de hypotenusa BC van den rechth. A ABC 
is CD de projectie van AC. 
De Vriend der Wiskunde, XI, 17 
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Te bewijzen: BO is > of = 4(AC — CD). 4 

Bewijs: Men heeft: AC: CD = BC: AC. 

Zij hierin AC =n Xx CD, dan is Ô 
BO ==n Xx AC == n3 Xx OD, 

Verder is AC —CD = (n —1) CD, dus 





BOA, LAAD AE NE 
LOD ACD EN 
of BO rte 


We hebben dus slechts te bewijzen : 


Omdat AC ) CD is, is ook # ) 1. Ter bereiking van 
ons doel zullen we deze 3 gevallen stellen : 
n‘2;n==2enn)2. 








In het eerste geval nemen we n = 2—v, waarin v $, 1 
nis (20) EK Al ee 
Daardoor wordt nen OE AE EN dd Te 





Rt vì Dr 6 
Hierin stelt 1 een positieve waarde voor ; derhalve is voor 


dit geval BC ) 4 (AC — CD). 





2 
In het tweede geval is en -==4, dus BC — 4(AC—CD). 


2 


In het derde geval stellen we n —= 2+v. Voor En 
EE IE ON aten v? 
Tio MS 1-0’ 
2 of BCN4(AC—CD) is. _R.v. W. 





1 


schrijven we dan 





: n2 
zoodat weer 5 


1415. Bepaal door deeling den G.G.D. van : 
93y — Wat ye — Oryz? H- 18,23 
en 625 + 15iy — 4a3z? — 1042yz?. 
(Carrie, Algebra, S 64, no. 836.) +: 


Oplossing. 


Men ziet terstond, dat de eerste vorm door 3y en de tweede 
door z? deelbaar is, en wijl deze factoren slechts in één der 
beide veeltermen voorkomen en onderling ondeelbaar zijn, zoo 
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kan men ze weglaten, zonder dat daardoor de G.G.D. ver= 
andert. We hebben dus den G.G.D. te bepalen van 
Zy? — Orte — Wz? H 62% en 623 H 152?y — 4wz? — 1022. 

Het eerste getal kan worden geschreven in den vorm: 
322 (2 — 32) — 2e? (r— 32) en bevat blijkbaar den factor 
x—3e. Laten we nu ook dezen weg, dan krijgen we on- 
derstaande deeling : | | 

322 — 222 [603 + 1542y — Awa? — 10y2? | 2 Joy 


6x5 — 4az? 
15aty — 10y2? 
15v°y — 10yz? 
0 
Hieruit blijkt, dat 32? — 2e? een G.D. is van de gegeven 
veeltermen. Maar 3x? —2z? is ook de G.G.D., want deelt 


men deze waarde op de beide vormen, dan zijn de quotienten 
3y (w — 32) en 2? (2e + 5y), wat uit het voorgaande gemakkelijk 
af te leiden is, en deze quotienten zijn onderling ondeelbaar, 
omdat hun factoren 2 aan 2 relatief priem zijn. 

C. Wisse; GRAVER; DeEELMAN; Berton; R, v. W, 


1416. Deel 12 door 8 — 3. 
(H. B. S. 1866.) tT 


Oplossing. 


Het quotient der deeling verandert niet, als men deeltal en 
deeler met 9 + 3P 3 HPI vermenigvuldigt. Aldus: 
12 12(9 439389) _ 12(9-3P3 BI 


3-93 (3 —P3)(9 +33 HBI) 24 
= 5 (9 4-3B3 HBO). Dit is het gevraagde quotient, 


Wil men op gewone wijze deelen, dan wordt de uitkomst 
een oneindig voortloopende meetkundige reeks, nl. 


4 4 
4 J p9 + BBL J enz. 
1 1 
—m)=5 (O H383 + 99). 
v.D. WAL & VeRRORGE; DEELMAN; GRAVER; A.G. Do. B.; 
Wisse; R. v. W. 


Deknmiethiarvansidet: ( 1 
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Tweede oplossing. 


3 — 83/12 LR 1 
TN (45 grs 


135 — 4 p3. 


1 jd 
14493 
apsis: 
SN 2 2 


+158 


13 
0. F. K. 
1417. Los # op uit: 
8x6 Ja (ve? —1)—8r3 =0. (Zes antwoorden.) 
(Veeartsenijschool 1896.) A. H. 
Oplossing. 


8o6 H- 43 (x? — 1) — 823 =0 
823 (#3 — 1) Ja? (#° —1)=0 
(23 —1) (8x? +45) =0 
(2D (e? F2 +1) (2e Ha) (4z* —_ Jax Ha')=0. 
Hieraan voldoen de waarden van # in 
a—_l=0, zikedl=0, 2e Ja=0 


BEL Anites ps 
El pn 2 laf 


Ap? — Zar Ja? =0 of x° Gaade’ id 
1 
s=je(l Er —3), zoodat 


lts —_l—-—-8 


Are 9 ’ vz — 2 


a a(ld-rv/ —83). al v—-8 
Ly meh) r,_CEK SD, ne 


R. v. W.; v.p. War & VerBoren; A. G.D.B.; Wisse; GRAVER. 
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1418. Iemand wil een kapitaal van f 12000 zoodanig in twee 
deelen verdeelen , dat, als hij het eene tegen 8; en het 


andere tegen 4°/, uitzet, interest op interest gedurende 
10 jaren, de alsdan verkregen kapitalen even groot zijn. 
Hoe groot is elk deel ? 

(Veeartsenijschool 1896.) A, H. 


Oplossing. 
Stel, dat hij f x uitzet tegen 3 of, en f (12000 — z) tegen 4 °/. 


Het le kap. is dan na 10 jaar fx.1,035!° en het 2de 
kap. f (12000 — #).1,04!®. Dus 
e.1,03510 — (12000 — #). 1,0410 
of (1,08510 H 1,0410) # = 12000 x 1,041 
12000 . 1,040 
1,035 1041,0410 
10 log 1,035 == 0,149403, dus 1,035'° — 1,4106 
10 log 1,04 == 0,170333, dus 1,04'? —1,4802 
1,035'0 + 1,041° == 2,8908 


en =S 


Ans „12000. 1,4802 log 12000 == 4,0791812 
____2,8908 log 1,4802 == 0,170333 
4,9495142 


log 2,8908 — 0,4610180 
log # = 3,1884962 
x = 6144,62. 


Tegen 35 0; staat dus f6144,62, en tegen 4 °, f 5855,38 uit. 
v. D. WaL & VERBORGH. 
Tweede oplossing. 
Het eene deel wordt na 10 jaren vermenigvuldigd met 1,035 1® 
en het andere met 1,041°. De uitkomsten zijn gelijk. De 


beide gevraagde sommen moeten zich dus verhouden als 1,041? 
en 1,0351°, zoodat het eerste deel 
1,0410 
104re 1,035 10 x f 12000 — f 6144,55 
en het tweede f 12000 —f 614455 = f 5855,45 bedraagt. 
Deze antwoorden kunnen gevonden worden zoowel met behulp 


d 
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van logarithmen als van rentetafels en verkorte bewerkingen. 
Wij zullen onze berekening op de laatst aangegeven wijze 
uitvoeren. | 
1,0410 == 1,48024429 
1,04!9 —= 1,48024429 12000 
1,035 10 — 1,41059876 17762,93128 
2,8908430 ) 17762,932 ( 6144,55 
17345 058 


417 874 
289 094 


128 790 
115 632 
13 158 
11 560 


1 598 
1 445 


153 
140 


18 R. v. W. 





1419, Van vier opeenvolgende termen eener meetkundige reeks 
is de som 80, en de som der vierkanten 3280. Welke 
zijn die termen ? A- G. p. B. 
(Surrs, Algebr. Vrgst., 3e stukje, no. 48., bl. 96) 


Oplossing. 


Nemen we de gewone schrijfwijze voor een meetk. reeks , 
dan hebben we 








AAE 
adar Har? Har? a. =80 en (1) 
B: 
en a?tarr°JarrsJarrs =a?, 5 a > 3280. (2) 
rs 1 


Deeling van (Ll)op(2) geeft a. 





En — 41, waaruit weder 
rh 1 or doen de. 
OEE . 4 Sla == 80: 41 
of (13 Fri drtl)(r-1):(r* +1) == 80:41. 

Na toepassing van de hoofdeigenschap der evenredigheden, 
komt er __39r* — 8273 — 82? —82r H39 —=0. 


volgt : a. 
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Deze vergelijking is een wederkeerige van den 4en graad, 
waarvoor we kunnen schrijven : 


(r—3) (-—5) (39? + 48r + 39) —0. 
Deze vorm — 0, als r—3 == 0 of r = 3 is. 


1 1 
Eveneens , wanneer r — 5 = 0, dus r= z genomen wordt. 


In de derde plaats kunnen we nemen : 
392 J 48r J 39 =0 of mert Pi 
re S 64 ok 
waaruit 7, BeTV (Creo) =m—T 105 — 8) 
8 ( 64 EN 
Door de vier waarden van r in (1) te substitueeren, vinden 


we voor a de volgende getallen : 


1 
EN 20 OAN ds — 7 (145 — 31/ — 105) 


en a, =}(145 3 — 105). 


De termen der bedoelde reeks kunnen dus zijn: 

1°. 2,6, 18 en 54. 

2°,° 54, 18, 6 en 2. 

8°, 545 — 3 — 105), 65 (wv — 105 — 5), enz. 


40, (145 + 3 — 105), 65 (—v —105 — 5), enz. 
v. D. War & Versoreus R. v. W. 
Opmerking. We hadden de boven gevonden wederkeerige 
vergelijking ook kunnen oplossen door een nieuwen onbekende 


aan te nemen. Deelt men door 39r*, dan komt er: 


Ban 82 goes dt 
A en a aa — — ==: () 
mt aar 


Î 82 1 82 
3 — mi zE 
De (Atie oen) zo 
1 
Stelt men nu r + „==, dan kan de laatste vergelijking 


in een vierkantsvergelijking worden veranderd. Men vindt 
daardoor voor r eveneens 4 verschillende waarden. R.v. W. 
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1420. Kan de som van drie getallen gelijk zijn aan hun K.G.V.? 
‚_(v. WAGENINGEN, Vrag. en Opg. Rek., lest. S 12 no. 22.) 


Oplossing. 


Ten aanzien der drie getallen kunnen we drie gevallen 
stellen, nl.: 1°, de drie getallen zijn gelijk; 2°. slechts twee 
getallen zijn gelijk; 3°. de drie getallen zijn ongelijk. 

We zullen nu voor elk dezer gevallen een onderzoek instellen. 

1°, In dit geval is de som == 3 maal één der getallen en 
het K.G.V. = elk der getallen, dus „iet —= hun som. 

2°, In het tweede geval is het K.G.V. = het K.G.V. der 
beide ongelijke getallen. Laat nu het derde getal gelijk zijn 
aan het tweede en zij d de G.G.D. der eerste twee getallen , 
dan kunnen de drie getallen worden voorgesteld door p X ds 
qXd en gqXd, waarin p en q onderling ondeelbaar zijn. 

Volgens een bekende stelling is dan het K.G.V. = WON DS aleen 
=p XqgXden de som —= (p +2q) Xd. Zullen deze waarden 
geliĳk zijn, dan moet 

pXqg=pt2g zijn of Q=pXg—p=plg 1). 

Daar g een deeler van 2g is, moet zij ook deelbaar zijn op 
p(g —1). Maar g is ond. ond. met p; derhalve moet zij een 
deeler zijn van q — 1, wat onmogelijk is. Hieruit blijkt, dat 
ook in dit geval het K.G.V. niet gelijk kan zijn aan de som 
der drie getallen. 

83°. Onderzoeken we in de derde plaats, of dit mogelijk is, 
wanneer alle getallen verschillend zijn. Laten a,b en c die 
getallen aanduiden. Eén hiervan (bv. c) is natuurlijk het 
grootst. We hebben dan: a ( cen b (ec ,dusa + < 2. 
Verder moet ad-b-c het K.G.V., dus een q-voud, een 
b-voud en een c-voud wezen 

Hieruit volgt, dat ook a+-b =c-voud moet zijn. Daar 
echter aJ-b { 2e is en tevens door c gedeeld moet kunnen 
worden , zoo moet noodzakelijk a + 6 ==c zijn. 

Is nu weer a=p Xd en b=gXd, dan is c=atb= 
(wp +q) Xd, terwijl de som of a Hb + e= 2e = pg) X d is. 

Het K.G.V. vinden we, door eerst het K.G.V. te bepalen 
van a en b en daarna dat van het gevonden K.G.V. en het 
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derde getal. Het K.G.V. van a en b is p X g X d (zie boven). 
Om nu het K.G.V. van pXgq Xd en ce =(p Jg) Xd te krij- 
gen, merken we vooraf op, dat p X g en p J- g ond. ond. zijn, 
zoodat d de G.G.D. is van pXq Xd en (p +-q) Xd. Het 
K.G.V. van al de getallen is bijgevolg 


d d 
zen EEDE px to) xd 


We vonden reeds, dat de som — 2(p+q)Xd was. Deze 
waarde moet nu gelijk zijn aan (p xXq)(p +-q) Xd. Hieruit 
leiden we af, dat men ook moet hebben : 2 —= p Xq, wat alleen 
mogelijk is, als p en g resp. de getallen 1 en 2 voorstellen, 
die tevens ond. ond. zijn. De drie getallen zijn dan 1 Xd, 
2Xden 3Xxd, waarvan de som en het K.G.V. =6 Xd is. 
Het resultaat van ons onderzoek is derhalve, dat het ge- 
gevraagde alleen mogelijk is, als de drie getallen ongelijk zijn, 
en tot elkaar staan als 1, 2 en 3. R. v. W. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


360. Een uur-, een minuut- en een secondewijzer bewegen zich 
om dezelfde as. Om 12 uur bedekken zij elkaar. Hoe 
laat zal voor het eerst na 12 uur de secondewijzer gelijke 
hoeken met de beide andere wijzers maken ? T 
(Mricnaëris, Bekn. Lrb. d. Werktgk., $ 24, no. 7.) 


Oplossing. 


Het gevraagde heeft plaats in de eerste minuut na 12 uur. 
De secondewijzer maakt dan met beide wijzers een stompen 
hoek. De snelheden van den uur-, minuut- en secondewijzer 
verhouden zich als 1 : 12 : 720. Als de secondewijzer per 
minuut 720 doet, dan doet de minuutwijzer 12 en de uur- 
wijzer 1. De secondewijzer doet dus meer dan de uurwijzer 
719 en meer dan de minuutwijzer 703, Na z minuten, als 
de hoeken gelijk zijn, heeft men dan 


(719 + 708) z = 720, waaruit 2 gp minuut — 


30,27 seconde ná 12 uur. 
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361, Als men een getal, waarvan de laatste 3 cijfers een ge- 
tal vormen, gelegen tusschen 189 en 211, tot de tweede 
macht verheft, dan zullen de laatste twee cijfers een 


kwadraat zijn. Bewijs dat. AAW 
(R. v. WaaeninGeN, Vragen en Opg. III, $ 41, 54.) 
Oplossiug. 


De getallen tusschen 189 en 211 zijn alle begrepen in de 
vormen: 200 —a en 200J-a, waarin a minstens —= O en 
hoogstens = 10 is. | 

Een getal, zooals in de opgave is bedoeld, kan derhalve 
worden voorgesteld door 100h—a of 100h J-a , waarin h 
een willekeurig geheel getal ) 1 aanduidt. 

Voor de tweedemacht van zoodanig getal krijgen we dus 


(100h — a) = of (100h +4)? = 
== 10000h? — 200ah Ja? == 1000042 + 200ah + a? 
— 100 (100h% — 2ah) Ja* — 100 (100h? + 2ah) + a? 
== 100-voud + a°. — 100-voud + 4°). 
Omdat a? minstens == O en hoogstens — 100 is, zoo volgt 


hieruit, dat de laatste twee cijfers der tweedemacht òf nullen 
zijn òf een kwadraat getal vormen. 

Opmerking. De aftrekking 100h® — 2ah == h(100h — 2a} 
is mogelijk, omdat 2a op zijn hoogst 20 en 100h op zijn 
minst 200 bedraagt. Bve 


362, Als men uit de uiteinden der basis van een gelijkbeenigen 
A op een der beenen en op het verlengde van het andere 
been gelijke stukken afmeet, dan zal de rechte, die de 
zoo verkregen punten verbindt, door de basis middendoor 
gedeeld worden. (KrarPER, Vrgst. 69.) Nan 

Oplossing. 

Gegeven: Van A ABC is AB = AC. Verder BD op AB 
gelijk het verlengde CE van AC, terwijl DE door BC in $ 
wordt gesneden. 

Te bewijzen: DS = ES. 

Bewijs. Trek DF // AC, dan is/ DFB — £ ACB == / DBE, 
dus DF —= BD —= CE. De AA DFS en ECS zijn nu Ee 
want / DSF —= / CSE, / FDS = 4 CES en DF =CE. Hieruit 
volgt: DS=ES. v.v. War & VeRBORGH ; Barron; B. v. W. 
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Tweede oplossing. 


Trek DG BC en EH _|l op het verlengde van BC, dan is 
ABDG2 A CEH, want /DBG —= / HCE, /G = /H == 90° 
en B) —=CH, dus DG = EH. Verder is Z, BSD =Z HSE, 
zoodat ook A DSG 2 A ESH, dus DS —= ES is. 

J. GRAVER; P. BAKKER. 


Derde oplossing. 


Trek DK //BC, dan is AD = AK, dus ook BD = CK = CE. 
Nu is in ADKE: EC:CK=ES:SD 
of 1:î ==ES:SD, dus ES = SD. 
BERTON. 
Vierde oplossing. 
Beschouwen we BC als transversaal van A ADE, dan is 
ES.BD. AC == EC.AB. DS (MerrLaüs) 
maar BD = CE, AC == AB, dus ES = DS. GRAVER. 


363. De som van 5 termen eener rekenkundige reeks is 35 
en hun product is 10395. Bepaal die reeks. A. H. 


Oplossing. 

Stel die 5 termen voor door a, a +-v, a J- 2wenz., dan is 
a + (adv) + (at-2)Hlat-3o) (addo) =5 (at-2v) =35 (1) 
en a(at-v)(ad- 2w){(a + 3) (a J- 40) =10395 ..... (2) 

Uit (1) volgt: at2w=7 of a=1 — 2. 

Stelt men deze waarde in (2), dan komt er 

(7 — 2) (7 —v) X 7 X (7 +0) (7 + 2w) = 10395 

of (7 — 2) (7 — 0) (7 Hv) (7 + 2) = 1485. 

Na vermenigvuldiging en herleiding op O, heeft men 


Apt — 245v? +916 == 0 of vf — le +229 =0 


DE ED 245 * ED baanssl 
of v: — 308 — 26 =—=4. Men vindt hieruit: 
OP Zi; o, = 7229 en n= 52. 


In verband met (1) leiden we nu af, dat de reeks kan zijn 
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BRO UAG Oorh,s sd 
of tl Ds HS Taak 
Á 
‚…T—v229; atas, is 145229; TH 22, 
DL 


T+ 229; 145209; 7; 1— bi 229; 1229 


v.D. War & Vers.; Graver; DeerMan; P. Bakken; R. v. W 


364. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 


Ve vaa Oi VAER Lpar)j.a 
(a Wa Aj 
Anes 
Oplossing. 


Vi ve aa fe 
Bind a ay 
a)? 


5 
peper. vas. q 748 
ali? 





17 3 ink SE: Den id _— 
art. alta ÂE 0 12 _ tt Hil, h, 
v.p. War & VerBoran; GRAVER; DeeLMAN; R. v. W 


365. Los # en y op uit: 
1 1 1 1 
Veri) tr ets D=5 en 2 Hy + — 6 


A. H. 
Oplossing. 
Voor de tweede vergelijking schrijft men 
ahjtatrie 157. 
Stel nt s 2d-y—l==g?’, dan kan men voor de 
vergelijkingen schrijven : 
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1 1 
pt =5z pg =157 
a 
1 
p* + 2pq +g* = 30, 
1 
2 2 —15- 
dus 2pqg = 15, dus p° — 2pg Hg? 
waaruit volgt p—g == 4 : 


2 
Nu is pta=53, p—Q= tj waaruit volgt 
p=3 en mEt of ap en q=8, 
2 2 
dus 12, ztoe9, rFy-l=tj 
BE lest 
Hieruit volts ggd: 


1 7 49 
3 En eaten, zn + 
y Tj9-1=0, dus ‚=-ztV(a+!) 


A Ei v118, waarbij zE rj 8. 
Do, rt dq, edy—-l=9. 


Hieruit volgt —5 + 3j=0. 


Ry le=0, dus verte (44) 


y= Dg +J- 4, waarbij respectievelijk # = 107 en 6: 
P. BAKKER. 
Tweede oplossing. 
Er is gegeven : 


1 1 


Stel voorloopig v ( + 7 ) —=v en yv (styl) =g2, dan is 


vez bj) en or tat = 163 … (2) 


Bn 
* 
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1 ’ 
Door z == 55 — v in (2) over te brengen, heeft men 


1 1 1 Ì 5 
2 Lv +30, 157 of v 5? — 155 73 
1 
of ot bz tij =0, waaruit o = 23 Ole 


Voor # vinden we in verband met (1) dezelfde Nasr 
doch in omgekeerde volgorde. 


Neemt men nu v == al dan is 


)) 
V(e +5) = 2 en Vr ty—l)=3 
of as = 0) med 


Uit (3) en si valt gemakkelijk af te leiden : 
L 
10v +76 Ly? +1=0g, ij 1=0, 


En 
dus vl —J (+1) je 


7 225 1 
tym VEF ee 
Door in de tweede plaats v of v( at) 6 ER 


vla d-y—1) = 2 te nemen, vindt men langs denzelfden 


weg als boven: y = 5103 —1) of y= — sv (113 J- 7). 


Substitueert men de gevonden waarden van y. in (4), dan 
blijkt, dat aan de gegeven vergelijkingen de volgende 4 stel- 
len voldoen ; 

1% #6 en y=d. 


mi 


1 
9 a (les Ee el 
Ze: a=10; en y= i 


Odie É 5 (69 — 1113) en y —: (v113 — 7). 


40, 2 = 3 651118) en yi (v113 +7.) 


v.p. War & VerBoren; DeeLMan; BR. v. W. 
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366, Als men uit elk hoekpunt van een vierkant een lijn trekt 
naar het midden eener overstaande zijde en daarbij den- 
zelfden weg omgaat, ontstaat er door de snijding dezer ° 
lijnen een vierkant, dat 5-maal zoo klein is als het 
oorspronkelijke. Men vraagt het bewijs. Ab He 

| Oplossing. 

Gegeven: ABCD is een vler- 
kant. De punten F, G, H en E 
zijn resp. de middens van AB, 
BC, CD en DA. De lijnen AH, 
BE, CF en DG snijden elkaar 
in a,b,c, d. 

Te bewijzen : abcd is een vier- 


kant == 5 vierkant ABCD. 


En Bewijs. Dat de AA ABE, 


en Af 
ADH, DCG en CBF 2 en elk —= ï vierkant ABCD zijn, 


springt onmiddellijk in ’t oog. Willen we nu aantoonen, dat 
van abcd de // recht en de zijden gelijk zijn, dan merken 
we vooreerst op, dat b.v. £ DAH — 4 ABE, dus / ABE + 
L BAa==90° is, waaruit volgt, dat AH en BE elkaar lood- 
recht snijden. Van de andere verbindingslijnen geldt hetzelfde, 
terwijl tevens blijkt, dat ze 2 aan 2 evenwijdig loopen. De 
rechth. AA ABE, ABa en BF) zijn wo, daar ze den scher- 
pen Z ABE gemeen hebben. De AA AEa en BFG zijn 2, 


Volgens de gegevens is AE — 5 AB. Uit een en ander volgt 





terstond: Aa = ; Ba —= Bh == ba =ad enz., zoodat abed een 
vierkant is, Ook is 


Ea = 5 Aa en Aa == ab, dus A ABa == : vierkant abcd, 
Maar A ABa = 5 A ABa, omdat Aa = ; Ba is. Dus is 


jk Ae 
A Aba = zÂ ABE = 20 vierkant ABCD, 


en vierkant ubcd = 4 A ABa = : ABCD. 
(Zie ook: De Vriend I, bl. 55 no 10.) R. v. W. 
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hoekpunten verbinden met het midden der overstaande 


zijden. Men vraagt den A te construeeren, als gegeven — zin 
zijn: de afstand van O tot het hoekpunt A endezijden 


AB en AC. AD HG 
Oplossing. 

Constructie. Teeken een lijn AG == 3A0. Construeer 
daarop als basis de AA ABG en ACG zoodanig, dat de 
punten B en C niet aan denzelfden kant van AG komen te 
liggen en AB—=GC—=AB en AC = GB == AC zij. Worden 
nu B en C verbonden, dan is A ABC de verlangde. 

Bewijs. Daar O het zwaartepunt van den A is, is 
AO=BAD en derhalve AC =3AO=2AD. Uit de con- 


structie volgt, dat ABGC een parallelogram is, zoodat AG 
en BC elkaar in D middendoor deelen. Derhalve is AD de 


mediaan uit A. Bovendien is AD == 5 AG = 15 AO. Daar 


AB en BC de gegeven lengte hebben, is A ABC de gevraagde. 
Discussie. 't Is duidelijk, dat ook A GBC voldoet. De 


constructie is onmogelijk, als AO ) 5 (AB + AC) is, want 
daardoor is AG ) AB + AC. Zij is ook onuitvoerbaar, wanneer 


AO bie z van het verschil tusschen AB en AC. 
GRAVER; DEELMANS R. v. W. 
368. In een cirkelsector van 60° is een cirkel beschreven, 
die den boog en de beide stralen van den sector raakt ; 


zoo nu de straal van den sector gegeven is, vraagt men 


den straal van den ingeschreven cirkel te berekenen. A. H. 


Oplossing. 
DMO = 30°, / D == 90°, 
dus OM =20D 
OC == OD 
MC = 3 0D 
1 
OD = 5 MC. 


(De Vriend 1, no. 35.) 
v.D. WaL & VerB, ; GRAVER. 





Le 
3, 
En 

er 


867. In een A ABC is O het snijpunt der linen, diode — 
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Tweede oplossing. 
__AMB is een cirkelsector van 60°. Verbind M met het mid- 
den C van boog AB en trek door C een raaklijn, die het 
verlengde van MA in F' en dat van MB in G snijdt. Nu is 
A MFG gelijkzijdig (middelpunts A van den omg. reg. 6-hoek), 
waarvan de ingeschr. cirkel tevens de ingeschreven cirkel van 
sector AMB is. Die cirkel raakt FG in C, terwijl zijn straal 


gelijk is aan 5 van de hoogtelijn MC. Aangezien MD de 


4 ’ 1 
straal van den sector is, z00 18” S= 3 R. 
DeeLMAN; R. v. W. 


369, Als twee cirkels elkander inwendig raken in A ‚en een 
koorde BC van den grootsten den kleinsten in D raakt, 
dan deelt de rechte AD den / BAC middendoor. Be- 
wijs dit. | An B 

Zie De Vriend I, 32 (2 opl.), VIT, 779 (2 opl.) en VII 
(bl. 40, 41). 

Oplossing. 

Raken de cirkels M en N in A, is BC de koorde en P het 
raakpunt, dan moet bewezen worden, dat / BAP = / PAC. 
Nu zijn AME en AND middellijnen resp. in cirkel M en N. 
Trek BD en door het snijpunt F van de koorde AB en den 
cirkel M de lijn FE. Nu is A AFEn A ABD, /F=ZB 
== recht en beide AA hebben / FAB =/ BAD gemeen, 
hieruit volgt: AE:AD=AF': AB, in woorden : 

Als twee cirkels elkander inwendig raken, dan snijdt de 
binnenste cirkel van de middellijn en elke willekeurige koorde, 
uit het raakpunt in den buitensten cirkel getrokken , even- 
redige stukken af. 
dus: AE: AD —=AF:AB= AG: AC (AC snijdt cirkel M in G). 

Trekken wij FG, dan is volgens eene eig. der evenwijdige 
rechten FG//BC. De straal MP staat L op de raakl. in P, 
dus op BC en omdat BC || GF, staat hij ook L op GE. MP 
staat Ll op de koorde FG en deelt die en dus ook den boog, 
dien zij onderspant, middendoor, dus bg FP =bg PG. Dus is 
ook / FAP == / PAG of wat hetzelfde is / BAP == Z PAC. 

| J. H. EDELMAN. 

De Vriend der Wiskunde. XIL. 18 
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370. Van een vierkant is gegeven de som van de diagonaal 
en de zijde. Bereken de zijde en construeer naar aan- 
leiding van de berekening de zijde. A. H. 

Oplossing. 

Berekening. Zij ABCD het gevraagde vierkant, waarvan 
AB + AC =a gegeven is. Stel AB ==, dan is AC =ar2 
en AB + AC —=z(l 4-12) =a, waaruit z Zar 2 —0. 

Constructie. Construeer een geliĳkb. rechth. A ‚ waarvan 
de beenen —= a zijn. Verminder de hypotenusa ar/2 met a, 
dan zal het overschot ar/2 — a de zijde van het gevraagde 
vierkant zijn. 

Bewijs. Van den geconstrueerden A is de schuine zijde 
—= av?2. Vermindert men deze lijn met a, dan blijft er 
av? —a=x over. 


v.p. War & Verkoren; DeeLMAN) Graver; Wisse; Rv. W. 


Tweede oplossing. 

Zij ABCD het gevraagde vierkant. Verleng AC met CE = 
CB, dan is AE—=AC+CB. Trek BE, dan zijn in A ABE 
LA =45° / B —=22°30' en AL bekend , zoodat A ABE te 
construeeren is, daarmee is ook AB gevonden. 


Laat men EF … op het verlengde van AB neer, dan is in 
AAFE ZF —=90°, / A=45° dus 4 ABF =45". AAFE 
is dus rechthoekig gelijkbeenig en AB bekend. Men kan dus 
A AEF construeeren, de bissectrix EB van £ E trekken, 
dan is wederom AB gevonden. 


371 Eene lijn is in de uiterste en middelste reden verdeeld. 
Op het kleinste deel als bazis is een gelijkbeenige drie- 
hoek beschreven met het grootste stuk als opstaande 
zijde. Bereken de grootte der hoeken. Arade 

Oplossing. 
Zij AC het grootste stuk van de in.de uiterste cn middelste 
reden verdeelde lijn AB. Van A BCD is BD =CD == AC. 
We verbinden A met D, en hebben dan: 
AB: AC = AC: BO 


of AB : BD = BD : BC. 


ak 
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De AA ABD en DBC hebben volgens bovenstaande even- 
redigheid twee zijden evenredig en £ B gemeen, m.a.w. ze 
zijn gelijkvormig. Derhalve is AD —=AB. Beschrijft men nu 
uit A met AB als straal een cirkel, dan is BD daarin een 
koorde en == het grootste stuk van den in de uiterste en mid- 
delste reden verdeelden straal. Bijgevolg is BD de zijde van 
den ingeschreven regelm. 10-hoek en / BAD = Z BDC == 36° 
en £ DBC —=£ DCB — 72°. Bv. Mr 


Tweede oplossing. 


Zij AB=—=a de lijn, die in C in de uiterste en middelste 
reden verdeeld is, dan is 


AG Da(8 15) en BO = 4 (— 1 + v/5). 
Van den in het’ vraagstuk bedoelden geliĳkb. A ADC is dus 
de basis AC = ; a(3 —1v/5) en elk der beenen AD en CD = 


1 
: 1 1 1 
Nu is AC = 5e B —v5)= 3 (14/5) X 5d (—141v/5) 


=j (LB) X OD = 3 OD(- HB). 


AC is dus de zijde van den regelmatigen tienhoek beschre- 
ven in een cirkel, die DA — DC tot straal heeft. 
{. D is dus de middelpuntshoek van dien tienhoek en dus 
= 36°. Derh. / DAC = / DCA = (189° — 36°): 2 == 72°. 
GRAVER ; DEELMANS v. D. War & VERBORGH. 


Kene aanteekening bij no. 1322 (bl. 69). 


Naar aanleiding van mijn opmerking bij de oplossing van 
no. 1322 schrijft de Heer VerracEN, dat die opmerking zeer 
ad rem zou zijn, als de opgave liep over „geheele getallen". 

Me dunkt, ze gaat door voor alle getallen, die als geheele 
getallen worden geschreven. De komma verandert niets aan 
de zaak. We zullen onze meening verduidelijken door het 
bespreken van een voorbeeld. 
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Nemen we daartoe een decimaal getal tusschen 10 en 100. 
Vraagt men nu, „hoeveel cijfers de n-de macht van zoodanig 
getal kan bevatten”, of wat op hetzelfde neerkomt, hoeveel 
cijfers er vóór het decimaalteeken kunnen komen, dan zal men 
ten antwoord krijgen: n +1; nJ-2); ……-2n — 1 of 2n cijfers. 
Dit antwoord is evenwel niet volkomen juist, want hoe weinig 
men ook het decimale getal van 100 laat verschillen , het zal 
altijd mogelijk zijn, n zoo groot te nemen, dat de n-de macht 
van dat getal minder dan 2n cijfers vóór de komma heeft. 

Zij dat getal b.v. 99,999999, dan is zijn n-de macht 


(Bee jo 99999999" 


106 10e” 


Voor toenemende waarden van » zal het eerste cijfer van 


99999999” steeds kleiner worden. Hieruit en uit hetgeen in 
onze opmerking voorkomt, kan men nu gemakkelijk nagaan, 


dat n zoodanig kan genomen worden, dat 99999999” minder 
dan 8n cijfers bevat. Maar dan „bestaat ook de waarde van 
bovenstaande breuk uit minder dan 8n — Ón = 2n cijfers”, 
m.a.w. vóór de komma komen minder dan 2n eijfers. 

Wij houden dus staande, dat onze opmerking van kracht 
blijft, ook al brengt men tot een getal van » cijfers alle ge- 
tallen, die # cijfers vóór het decimaalteeken hebben. 


Riu. Webs 


De heer R. v. W. Pz stelt zich de zaak niet juist voor. 


Immers, ’t is niet de vraag, of 99,999999" minder dan 2% 
cijfers kan hebben. Dat is voor jeder duidelijk. ’t Is de 
vraag, of 99,999.... dicht genoeg bij 100 kan liggen, opdat 


(99,999 …. B voor alle eindige waarden van » 2x cijfers zal 





hebben. Nu is 99,999.... = Dh waarin aan ò eene zeer 
kleine waarde moet worden gegeven. 

n n 
(99,999..… lk De A00 45, Maar Ee heeft nog 2n cijfers. 


a+) it 
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Kan nu ò klein genoeg zijn, opdat (1 tol 7 10 blijve ? 
Ongetwijfeld. Want (1 + aM heeft tot limiet e‚ het grond- 


tal van de Nep. log., dat is tusschen 2 en 3. Nemen we 


dus ò « dan is lim. (1 5) (1e vr 
Een driehoek is gelijkbeenig als de bissectrices van twee 
zijner hoeken gelijk zijn. 

Gegeven : AE en BF zijn bissectrices in A ABC en AE —= BF. 

Te bewijzen: AC == BO. 

Zij S het snijpunt van AL en BF. Trekt men door C de 
rechte lijn CSD, dan is deze lijn bissectrix van den tophoek. 
Men laat de figuur wentelen om de lijn CD; alle lijnen wen- 
telen mee, behalve bijv. de lijn BF. 

Omdat CD den tophoek middendoor deelt, valt CB langs 
CA en omgekeerd. Het punt E komt ergens in CA, bijv. 
in E'; het punt A ergens in CB, in A’, zoodat de lijn ESA 
(EA) eene rechte lijn wordt. 

A ACE en A BCF hebben nu gelijken tophoek, gelijke 
basis en dezelfde bissectrix van den tophoek, nl. CS. En aan- 
gezien een A door deze gegevens bepaald is, is A ACE 
2. A BCF, dus punt A valt in B, dus CA —= CB. 

Zie ook: „De Vriend der Wiskunde”, II, bl. 18—20, en 
XI, bl. 166—172, P. BAKKER. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1401 —1420 , 360—871 zijn ingezonden door: 
A. G. d. B., 1410, 12, 13, 16—18. 
P. Bakker, 1403, 5, 7, 8, 11—13, 17; 361—63, 65, 66. 
J. L. Berton, 1403, 7, 10, 12, 13, 15—19; 36%. 
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Wiskundige opgaven uit de 15e eeuw. 


Onder den titel „Alte Scherzaufgaben in deutscher Sprache” 
geeft Prof. Maximirian Currze uit Thorn in „Bibliotheca Ma- 
thematica (Zeitschrift für Geschichte der Mathematik), onder 
Redactie van Prof. Gusrar Eneström te Stokholm”, eenige 
opgaven, welke wij ook onder de aandacht der lezers van dit 
Tijdschrift wenschen te brengen , hopende hun daarmee genoe- 
gen te doen. Ze zijn ontleend aan: Codex latinus Mona- 
censis 14908, geschreven in 1446 door Frater Friperroos in 
het Klooster Sti. Emmerami te Regensburg. 


[F. 125) Van 3 Voorwerpen. 


1. Insgelijks 3 gezellen hebben 3 voorwerpen. Nu wilt gij 


weten , wie dit of (wie) dat heeft. Zoo geef één ding het getal 
1 en het andere 2, het derde 3. Daarna spreekt tot een, tot 
welken gij wilt: verdubbel het getal van uw voorwerp en 
onthoud dat goed, daarna spreek tot den ander: vermenig- 
vuldig ’t getal van uw voorwerp met 9, onthoud ook dit, 
daarna spreek tot den 3en: vermenigvuldig het getal van uw 
voorwerp met 10; daarna laat ge de 3 sommen (uitkomsten) 
te zamen voegen en wat dan komt, trek dat van 60 af, en 
wat dan blijft, onthoud dat en zie hoe dikwijls gij daarvan 
8 kunt aftrekken; en kunt ge dat 1 maal, zoo heeft hij, die 
zijn getal verdubbeld heeft, dát voorwerp, dat ge 1 hebt ge- 
geven; kunt ge dat 2 maal, zoo heeft hij dat ding, dat gij 
2 gegeven hebt, eveneens met 3, en wat dan blijft, wanneer 
gij daarvan 8 aftrekt, dat moet gij ook onthouden. Wanneer 
er 1 overblijft, zoo heeft hij, die zijn voorwerp met 9 ver- 
menigvuldigt heeft, dat voorwerp met 1, blijft 2, zoo heeft 
hij dat voorwerp met 2, eveneens met 3, en wanneer men 


die 2 weet, zoo is ook het 3e bekend. 
2 60 
Voorbeelden. u UI 18 50 
1 2 3 30 8)10/1 keer dus 
58 Pl 5 ) 'sl 
heeft I zijn voorwerp verdubbeld. 2 
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4 60 
I II II 27 41 
1 2 3 10 8,19/2 keer dus 
| 10 2 mm H ) 1e{ 
heeft II zijn voorwerp verdubbeld. 8 
6 60 
I II II 9 35 


} 2 8 20 8925/3 keer dus 
5 nit 2 5% ) 24 { 
heeft III zijn voorwerp verdubbeld. 1 


II. Insgelijks neem een getal voor u, zoo veel („200 groot’”) 
gij wilt, zoo zal ik ’t weten. Spreek aldus tot hem : verdubbel 
uw getal, daarna laat hem bijtellen 5, daarna laat hem ver- 
menigvuldigen met 5, daarna laat hem bijtellen 0, daarna 
vermenigvuldigen met ‘0, en wanneer nu dat geschied is en 
gedaan is, zoo neem van ’t geheele getal 350 af, en wat er 
dan overblijft, dat deel door 100, zoo komt uwe som. 
Voorbeeld. 128, 


246” 

5 

251 

1255 

10 

10 1265 
12650 

350 

12300 

LOOS 


Gij vraagt, waarom moet men van dat getal 350 aftrekken 
en geen ander (getal). Wilt gij dit weten, zoo neem het 
kleinste getal voor u, dat is 1. Nu verdubbel (het) en volg 
den regel, zoo komt er 450. Nu trekt gij van het getal een 
getal af, zoodat er nog 100 overblijft, en daarom is dat 550. 


Dobbelsteen. 


UI. Doe eveneens, wanneer gij drieën met een dobbelsteen 
werpt, en wilt weten, hoeveel ieder geworpen heeft, spreekt tot 
den eersten: verdubbel het getal uwer oogen, die gij geworpen 





verdubbelen — getal 


optellen 
5 





350 \ vermenigvuldigen 


optellen 
10 





vermenigvuldigen 
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hebt, daarna laat hem er 5 bij optellen en vermenigvuldigen 
met 5. Daarna spreekt tot den anderen, dat hij er zijne 
oogen bij optelt, daarna laat hem er 10 bij optellen en ver- 
menigvuldigen met 10. Daarna spreekt tot den 3en, dat hij 
er ook zijne oogen bij optelt. Daarna neem van de som 350 
af, en wat er dan overblijft aan de eerste plaats aan de lin- 
kerhand , dat heeft de eerste geworpen. 

Gij vraagt, waarom moet men t getal verminderen met 
350 enz. Neem ’t kleinste getal, dat is l en nog eens 1, 
volg den regel, dan bekomt men volgens den regel 461, 
daarvan kan men geen ander getal aftrekken, dat er 1 en 1 
en 1 overblijft, behalve 350. 

Voorbeelden. We stellen die 3 personen voor door I, II en 
UI, dan heeft men als 


Ii TI en III 
geworpen hebben 6 5 3 en 5 oogen 
f 12 85 980 
5 88 985 
CO CE: 
85° 98 635 
980 


In 635 staat 6 op de eerste plaats aan de linkerhand, zoo- 
dat 1 6 oogen geworpen heeft. 
I 


IL UI 

1 5 1 1 

"9 35 460 

5 136 ERD 451 
95 aotD 


In A11 staat 1 op de eerste plaats aan de linkerhand, zoo- 

dat I 1 oog geworpen heeft. 
Ringetje. 

IV. Insgelijks als er een een ringetje aan zijn’ vinger heeft. 
Nu wilt gij weten, welke persoon dat ringetje heeft, en aan 
welken vinger, en aan welk lid. Handel aldus. Zeg dat iemand 
onder hen zij en laat hem beginnen bij den eersten en laat 
hem tellen tot op hem, die het ringetje heeft. Daarna laat 


281 


hem dat getal verdubbelen, daarna laat hij er 5 bij optellen, 
daarna vermenigvuldigen met 5, daarna laat hem optellen den 
vinger en moet beginnen te tellen bij den kleinsten vinger van 
de rechterhand, daarna laat hem O voor het getal plaatsen , 
dat is, laat hem het getal vermenigvuldigen met 10, en daarna 
laat hem erbij tellen het lid, en wanneer dat geschied is, zoo 
trek van ’t verkregen getal 250 af, en wat er dan overblijft, 
toont u uwe meening. Wanneer het eerste getal aan den 
linkerkant beteekent den persoon, het andere. getal den vinger, 
het derde getal het lid; doch let wel op, dat, wanneer het 
andere getal 0 is, ‘zoo neem.... 1 van den derden vinger en 
tel het op bij O, dan wordt het de 10e vinger, en wat daarna 
overblijft duidt den persoon aan. 

Gij vraagt, waarom zal men daar 250 van aftrekken , ter- 
wijl men van het vorige 350 heeft afgetrokken? Wilt gij dat 
weten, zoo neem het kleinste getal, dat is 1 man 1 vinger 
1 lid. Volgens den regel verkrijgt men 361; daarvan moet 
men 1 getal aftrekken, zoodat er 1 1 1 overblijft , en dat is 
geen ander getal dan 250. 


man vinger lid 4 Oe 
1 1 1 man vinger lid 4 
BE 0) —ô 
2 verdubbel — getal ö 
5 opt. 5 
El: optellen 8 18, 
35 vermenigvuldigen 65 
1 opt. 250 Kla: 7 
360 optellen — vinger 0 
_ Îopt. vermenigvuldigen 10 2 
361 722 
tellen — 
250 af optellen — lid 950 
111 472 


Aanteekeningen. 


IL. Heet het te zoeken getal #, zoo laat onze vervaardiger 
het volgende uitvoeren : 


no [2e 4-5) 5 + 10] 10 — 350 
a 100 ’ 


wat eene identieke vergelijking is. 
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HI. De drie geworpen getallen, waarvan elk kleiner of 
hoogstens gelijk 6 is, kunnen #, y, z zijn, dan geeft de 
vervaardiger : 

[Qr H-5)5 Hy J 10] OH 2e — 350 =100z + 10y He 
en heeft dus in de drie cijfers het getal der geworpen oogen. 

IV. Is met voorgaande identiek. Slechts is hier de optel- 
ling met 10 weggelaten, om welke reden niet 550 maar slechts 
250 af te trekken is. Daar hier ook de 10e vinger voor- 
komen kan, zoo za! dit daaruit te zien zijn, dat het voor- 
laatste cijfer eene nul is. Het voorbeeld geeft op de rij af de 
getallen 8, 13, 65, 720, 722, 472, zooals het zijn moet. 


IV zal ik door een voorbeeld ophelderen: Laten er 4 per- 
sonen zijn: A, B, C en D en laten zein deze volgorde plaats 
genomen hebben; laat C den ring hebben aan den pink van 
de linkerhand en wel aan ’t 3e lid (bij den nagel). Men heeft 
dan: A, B, C dat is 3, want C heeft den ring. 

826, 6H-B= Ils DX Il 55 OD Tei 
65x10=—=650, 6503653, 653 — 250 —= 403. 
Daar evenwel ’t middelste cijfer (of getal volgens den steller) 
een O is, zoo kunnen we 403 ook schrijven als 3(10)3. Nu is 
$ de persoon, (10) de vinger, 3 het lid. 


Rotterdam, Aug. ‘97. H. A. vaN BEUNINGEN Jzn. 
Ter verduidelijking plaatsten wij voorbeelden bij I, Il en LI. 
Rop. 


Toelatings-eramen Hoogere Burgerschool 3-jarigen cursus 
te Rotterdam, 8 en 9 Juli 1897. 
Rekenen, 8 Juli, 10—12 uur. 

1. In zeker land, dat eene oppervlakte heeft van 596 [] mijl, 
wonen gemiddeld op 1 [3 mijl 8345 menschen. Hoe groot is 
de oppervlakte van een ander land, dat 823105 inwoners 
meer telt dan het eerste en waar gemiddeld 2490 inwoners 
meer op 1 (J mijl wonen dan in het eerste ? 

2. Van een stuk bouwterrein, lang 7,8 D.M. en breed 
0,67 H.M., wordt een gedeelte verkocht tegen f 13,80 de M?. 
Het overige, dat tegen f 17,50 de cA. verkocht wordt, brengt 
bij den verkoop f 51677,50 op. Hoeveel heeft het geheele 
terrein opgebracht ? 


rs 
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3. 12, HL. + 175 48. — 2,017 M24-... L. = 1098900 cM5. 


Vul Ee aes getal in. 


7 en (ee! 
dt 
Ee X 2 
16 


Rekenen, 9 Juli, 10-12 uur. 


1. Een speler verloor eerst 5 van zijn geld, daarna f 245 


en bezat nu nog slechts zooveel kwartjes, als hij aanvankelijk 
guldens gehad had. Hoeveel bezat hij, toen hij begon te spelen 

2. Een boer brengt eieren ter markt en biedt ze aan tegen 
60 cent de 25 stuks, Daar er 5 eieren breken, besluit hij 
de overblijvende te verkoopen tegen 2,5 cent ’tstuk, waardoor 
hij evenveel ontvangt als vroeger. Hoeveel eieren had hij 
in ’t begin ? 

3. A kan zeker werk doen in 7,5 dag, B in 6 en C in 
5 dagen. Wanneer zij dat werk gezamenlijk doen, en daar- 
mede f 18,75 verdienen, hoeveel komt dan ieder daarvan toe? 


4. Wanneer men zeker getal met 185 vermenigvuldigt en 


het product deelt door 5, dan is ’t quotient 56, meer dan 
het 3-voud van het getal is. Welk getal wordt hier bedoeld ? 
5. Het 1x 5 ë 35 deel van mijn geld is gelijk aan het 


0,25 Xx 8 :2,625 deel van het geld mijns broeders. Hoeveel 


geld bezit ik, als mijn broer 36 cent heeft ? 
Van DER War & VERBORGH. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1898 franco 


1441. 


1442. 


1443. 


1444. 


1445. 


1446. 


bij den Redacteur A. J. VAN BREEN fe Arnhem 
worden ingewacht. 


De G.G.D. van a en bis 2*.32.5. Onder welke voor- 
waarde zal de G.G.D. van a3 en bs dan 2° .3!0 55 zijn? 
(Hoofdacte Breda 1897.) H. VERHAGEN. 

Bij den teller eener echte breuk telt men 3 en daarna 
vermenigvuldigt men den teller met 3 en den noemer 
met 2, waardoor de breuk 2,5 maal zooveel waarde 
heeft gekregen. Het verschil van teller en noemer is 


107 maal in hun produkt begrepen. Welke is die breuk ? 


(Hoofdacte Breda 1897.) H. VERHAGEN. 
A heeft eenige dagen aan een werk gearbeid. In 5 
maal zooveel tijd had B, die de rest voltooit, het ge- 


heele werk kunnen doen. Als B nu b maal zooveel 


heeft afgedaan als A en 19,5 dag langer heeft gewerkt 
dan A, in hoeveel tijd kan ieder dan alleen het werk doen ? 
(Hoofdacte Breda 1897.) H. VERHAGEN. 
Bepaal in 6 decimalen nauwkeurig 


2 A 1 
B Vitre VE 
(Van een vergel. examen.) H. VERHAGEN. 
Drie kapitalen K,, K, en K, staan uit gedurende de 
tijden T,, T, en T,, tegen percenten p,, Pz en #3 
en brengen op de renten R‚, R, en R,. De tijden 
zijn recht evenredig met de getallen a, b en c,‚ de 
renten omgek. evenr. met c‚ b en a, terwijl de kapi- 
talen met een zelfde verschil opklimmen. Bewijs nu: 
1 TEA Es Be 
Elan: Zoo: b. 
(WisserinkK, IVe Verz. 3, S 40.) H. VERHAGEN. 
Een aannemer moet in denzelfden tijd 3 even groote 
werken gereed hebben. Aan het eerste kan 12, aan 
het tweede 10 en aan het derde 9 uur per dag gewerkt 


1447. 
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worden. Hij verdeelt nu zijne 90 arbeiders in 5 ploegen 
en laat den 2en en den 3en ploeg den eersten respectie- 
velijk 2 en 3 uur per dag helpen. Hoeveel arbeiders 
moet elke ploeg bevatten ? H. VERHAGEN. 
(S. pr Gasr Jz., Het opl v. rek. vr. no. 170, bl. 120.) 

Een rechthoekigen driehoek te construeeren , als de 
hypotenusa en de straal van den ingeschreven cirkel 
gegeven zijn. EGER. 


1448-1451. Zie in dezen jaargang bl. 33, Ex. Wisk. L. 0. 


1452. 


1453. 


1454. 


1455. 


1456. 


1457. 


1458. 


1896, Plan. 1, 2, Alg. 1, 2. 
De opstaande zijden AB en DC van een trapezium snij- 
den elkaar in E en de diagonalen in F. Bewijs, dat 
de lijn EF de evenwijdige zijden middendoor deelt. 
In een cirkel M zijn AB en AC 2 koorden, waarop 
men als middellijnen cirkels beschrijft, die elkaar in À 
en D snijden. Bewijs, dat B, C en D in eene rechte 
liggen. 
Construeer een A, als de tophoek, de hoogte en de 
verhouding der som der opstaande zijden tot de basis 
gegeven zijn. (VersLuys, Meth S 69, 2.) 
In een cirkel M snijden de koorden AB en CD elkaar 
loodrecht in E. Bewijs nu, dat 

AB? 4 CD? =8R? — 4ME?, 
Welke zijn de waarden der onbekenden in de verge- 
liĳkingen #? Jy? +ay(e Jy) = 48. 

art y3 — 3 = 3 — 4. 
(Marrus , Mat. Aufg. No. 831) EGER. 
Bepaal z en y uit: 


3 Jy? =9 en vi Hay ty? — be — ay +y°) 


(H.B.S. 1897.) 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 





2% 1| ed X 
CN 


(e+ 2at1* ER opl f 
(Adelborst 1897.) k 
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1459, Bepaal de waarde van den vorm 


2374 
rv 0,09132 


geheel te berekenen met logarithmen. 
(Adelborst 1897.) 


164,31 


1460. In A ABC is AD L BC, DE 1 AB, DF L AC. Bewijs 


376. 


317. 


378. 


319. 


380. 


381. 


382. 


383. 


nu, dat EF:BC = AD:2R, (R == straal omg. cirkel 
A ABC). 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

Een A te beschrijven, als gegeven zijn een zijde, het 
verschil der aanliggende hoeken, en het verschil der 
beide andere zijden. (Krarper, I, 115.) Bals 
Een A te construeeren, waarvan gegeven zijn de bis- 
sectrices der ho ken, gerekend van af elk hoekpunt tot 
het snijpunt met de overstaande zijde. J. L. BERTON. 
Op een cirkelomtrek liggen twee punten A en B. Door 
een gegeven punt P eene lijn te trekken, die den cirkel 
in twee punten X en Y zoodanig snijdt, dat AX en BY 
elkander onder een gegeven hoek snijden. 

(PerersEeN , Meth. & Theor. 228.) Oise 
In een driehoek trekt men eene lijn, die den top met 
een punt der basis vereenigt. Op deze lijn een punt te 
vinden, waaruit de stukken der basis onder gelijke 


hoeken gezien worden. (PererseN, 328.) Gts 
Een driehoek te construeeren uit mp b2—cten/ (a, Mm): 
(PerersEN, 331.) 0. 


Beschrijf een driehoek, als gegeven zijn: de tophoek en 
de sommen (verschillen) van elk der beenen met de 
grondlijn. (VersLurs, Meth, $ 25, no. 15, 16.) E. V. 
Zie: De Vriend, I, bl. 192 en 193. 
Construeer een vierkant, waarvan de zijden of haar ver- 
lengden in gegeven volgorde door 4 gegeven punten gaan. 
(Krarrer, 1, 187.) (Zie: De Vriend, VII, 753.) H. V. 
Door de hoekpunten van een A ABC lijnen te trekken, 
die een geliĳkzijdigen A vormen, waarvan eene zijde 
gelijk is aan eene gegevene lijn. J. L. BeRrrON. 
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